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Suites numeériques

) Introduction

1. Programme

CHAPITRE

Suites
Raisonnement par récurrence.

« Savoir mener un raisonnement par récur-
rence.

Ce type de raisonnement intervient tout au
long de l'année et pas seulement dans le
cadre de I'étude des suites.

Limite finie ou infinie d’une suite.

¢ Dans le cas d’une limite infinie, étant
donnés une suite croissante (u,) et un
nombre réel A, déterminer a l'aide d’un algo-
rithme un rang a partir duquel u, est supé-
rieur a A.

Pour exprimer que u, tend vers { quand n
tend vers + oo, on dit que : « tout intervalle
ouvert contenant { contient toutes les
valeurs u, a partir d'un certain rang ».
Pour exprimer que u, tend vers + co
quand n tend vers + oo, on dit que : « tout
intervalle de la forme | A; + oo contient
toutes les valeurs u, a partir d'un certain
rang ».

Comme en classe de Premiere, il est
important de varier les approches et les
outils sur lesquels le raisonnement s'appuie.
On présente des exemples de suites qui
n'ont pas de limite.

Limites et comparaison.

B Démontrer que si (u,) et (v,) sont deux
suites telles que :

- u, est inférieur ou égal a v,, a partir d'un
certainrang;

- u, tend vers + oo quand n tend vers + oo ;
alors v, tend vers + o quand n tend vers
+ oo,

B On démontre que si une suite est croissante
et admet pour limite ¢, alors tous les termes
de la suite sont inférieurs ou égaux a (.

Le théoréme dit « des gendarmes » est admis.

Opérations sur les limites.

« Etudier la limite d’'une somme, d'un produit
ou d’'un quotient de deux suites.

Comportement a l'infini de la suite (g"),
g étant un nombre réel.

B Démontrer que la suite (g"), avec g >1, a
pour limite + co.

« Déterminer la limite éventuelle d'une suite
géométrique.

On démontre par récurrence que pour a réel
strictement positif et tout entier naturel n:
(1+a)">1+na.

On peut étudier des situations ou intervient
la limite de la somme des premiers termes
d’une suite géométrique.

Suite majorée, minorée, bornée.

- Utiliser le théoreme de convergence des
suites croissantes majorées.

Ce théoreme est admis.

Ml |l est intéressant de démontrer qu'une suite
croissante non majorée a pour limite + co.
Des exemples de suites récurrentes, en parti-
culier arithmético-géométriques, sont traités
en exercice.

¢ Des activités algorithmiques sont menées
dans ce cadre.

AP Approximations de réels (., e, nombre d'or,
etc.).

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modeéle, sont repérées par le symbole B Certaines sont exigibles et correspondent a des capacités attendues. De méme, les activités

de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.
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2. Intentions des auteurs

Dans ce premier chapitre sur les suites numériques :

- on fait le point sur les connaissances de Premieére, en
particulier : sens de variations d’une suite, suites arith-
métiques et géométriques ;

« on met en place un nouveau type de raisonnement : le
raisonnement par récurrence ;

- on fait une étude approfondie de la notion de limite
d'une suite: définitions précises, opérations sur les
limites, théorémes de comparaison, cas des suites
monotones.

Toutes ces notions sont abordées a travers la résolution
de problémes le plus souvent liés a la vie courante ou
aux autres disciplines par une modélisation de phéno-
ménes discrets. De nombreux QCM, «Vrai ou faux ? »
permettent de faire le point rapidement sur la compré-
hension du cours et aussi la mise en place de raisonne-
ments par contre-exemple.

) Partir d’un bon pied

Objectif

Réactiver chez Iéléve :

— les différentes facons de définir une suite ;
— les variations d’une suite numérique;
—la lecture d’un algorithme.

A) Hb.etc. Hb.etc. Ha. Ha.etc.
B) H Faux. H Vrai. ElFaux.  EVrai.
L) Bvrai. H Faux. El Faux.

D) B Vrai. E vrai. B vrai. Faux.
H Vrai.

D) Découvrir

Vers le raisonnement
par récurrence

Objectif : Aborder le raisonnement par récurrence en
distinguant les différentes étapes.

E) P :«1+a>1+a» Propriété vraie.

D Q,:« 10" — 1 estdivisible par 9 ». Propriété vraie.
1X2X3
3

Habdr,.,:«(1+a)l "'>1+(n+1)a»
D Q. :« 10" — 1 estdivisible par 9 ».
DR,+1:¢1x24+2x3+ . +(n+1)x(n+2)
_(n+1)x(n+2)x(n+3)
3
b.DSi P, est vraie, alors (1+a)" =1+ na. Donc en
multipliant par 1 + a, on obtient :

(1+al " ">1+(n+1)a+ nd.

PR :«1Xx2 = ». Propriété vraie.

».
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Un objectif important est de préparer la notion de limite
d'une fonction numérique.

Une attention particuliére est portée sur le raisonne-
ment : la récurrence bien sQr, mais aussi le raisonnement
par condition suffisante.

Les algorithmes permettent également d’appréhender
les phénoménes discrets décrits par les suites, sans étre
forcément formalisés, c'est la démarche algorithmique
qui importe.

Tout au long de ce chapitre se précise I'utilisation
de logiciels: calculatrices graphiques, traceurs de
courbes, tableurs, logiciels de géométrie dynamique
ou de programmation. Lutilisation d'un logiciel de
calcul formel doit permettre, en fonction des éléves, de
surpasser les difficultés du calcul algébrique.

Comme a®>>0,0na:
(1T+a) " ">1+(n+1)a.

Donc P, ; ; est vraie.

D La propriété Q, se traduit par 10" = 9k + 1, avec k un

entier.

Donc10""'—1=10(9% +1)—1 =90k + 9

=9(10k + 1).

Donc Q,, 4+, est vraie.

POna:
A=[1x2+2x3+ .. +n(n+1)]+(n+1)(n+2).

Donc en utilisant R,,,

nX(n+1)X(n+2)

A= +(n+1)n+2)

3
+ +
MRSV LES A
Donc R, 1+ estvraie.

La balle au rebond

Objectif : Modéliser une situation simple et utiliser la
calculatrice ou un tableur.

HBonau = %M =0,75 et
Uy = 3 X3 = 0,5625. 8 __
4 4 0 1
On modélise cette situation 1 0.75
parla suite u de terme général 7 08,5625
= ( 3 )" 91| 4,2714E-12
T4 92| 3,2036E-12
Upo = 0,056 ; 93| 2,4027e-12
Upgoo = 1,15x 10712, 94| 1,802E-12

95| 1.3515E-12
96| 1,0136E-12
97| 7,6023E-13
98| 5,7017E-13

E1En utilisant un tableau
(voir ci-contre), a partir du
97¢rebond, la hauteur de la
balle est inférieure 8 1072 m.

Suites numériques
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Un calcul d'aire

Objectif : Résoudre un probléme classique qui a joué un
réle historique d’Archiméde a Riemannen :

- faisant intervenir un raisonnement par récurrence ;
—abordant une limite « naturelle ».

Kl a. b. Pour tout entier n > 1, les rectangles ont pour

2
1 k X BT
largeur -, etpour longueur <7n ) ,oU k est I'entier dési-

gnant le numéro du rectangle (de0an—1).
c.On conjecture que la somme des aires de ces

rectangles tend vers 1? lorsque ntend vers + cc.

(Tl
o

El Démontrons par récurrence la propriété P, :
k k(k+1)(2k+1)

« Zi2= 6

i=1
D Initialisation: k = 1.

1 1(1+1)2+1
dit=1et thal )
i=1 6
D Hérédité : soit un entier k> 1 tel que P, est vraie.

K& k+1)(k+2 2k+3
Montrons que Z/ ( X 6 X )

k+1 !
Ona Z 2= Z/ +(k+1).
Donc en ut|I|sant I'hypothése de récurrence, on a:

ki1i2= k(k+1)6(2k+1) F(k+17
_ (k-|6'1> k(2k6+1) F(k+1)
(k+1)[2k* + 7k + 6].

Donc kf 2 (k+1)(k +62)(2k+ 3)

i=1
Donc P, est vraie.

EADapresila., S, = 17

» pour tout entier k > 1

= 1.Donc P, est vraie.

i=1

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier k > 1

ko k(k+1)(2k+1
S 2k+1),

E1Ona:
(n—1>(6nn)3(2n—1)_13< 1)( 1>.

1
Comme s tend vers 0 lorsque n tend vers + o0, on a

S, =

n IJ»TOOSH - ?

Convergence vers 0

Objectifs

— Lire et modifier un algorithme.

- Approcher la définition mathématique de la convergence
d’une suite vers 0.

Kl a. L'algorithme donne la valeur N de n a partir de
laquelle u, <1073,

b. Modification : « TantQue u = 107° ».
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c.Soite >0.0na:
0<un<8@0<#<san2>%.

On en déduit quesin =1 +E<«/1?>,alor50<un<s.
. 1 1
ESO|tz-:>0.0naO<vn<s@ﬁ<e@«/ﬁ>?.

On en déduit que si n = 1+E< ! ) alors 0 <y, <e.
Donc lim v, =0.

n—+oo

Variations et équations
Objectif
Mettre en place un large panel de techniques de base pour
étudier une suite récurrente: représentation graphique,
conjectures, sens de variations, utilisation d’une suite
auxiliaire.
Kl La fonction f est affine de coefficient 0,5, donc elle
est croissante sur R. On a le tableau ci-dessous.

x |0 2
2
R
1
Pourtout x € [0;2]ona f(x) € [1;2],donc:
f(x) €[0;2].
Ba.uy=0,u=1,u,=15,u;=1,75.

b. La suite u semble étre croissante.

c. Pour tout entier naturel n, démontrons la propriété
Pn L« un< Up4+1 >

) Initialisation : u, < u; (voirEla.), donc P est vraie.

D Hérédité : soit un entier naturel n tel que P, est vraie.
Démontrons qu'alors P, 4 : « U, 41 < U, 4+, » est vraie.
D’apres I'hypothése de récurrence u, < u,+;,. Comme
la fonction f est croissante, f(u,)<f(u,+1), donc
Up < Up4+1.Donc P, ;¢ estvraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, u, < Uy, + 1. Donc la suite u est croissante.

Ela.En B3, il faut écrire n un | wn
=0,5*B2+1 0 0 -2
b. La suite u semble converger 1 L e
vers 2. 2 LS B>
3] 175 -02s
Ba.En C2, écrire =B2-2 (voir 4|l 1,875| -0,125
ci-contre). La suite v semble étre 5| 1,9375| -0,0625
une suite géométrique de raison 6| 1,3688| -0,0313
0,5 et de premier terme — 2. 7| 1,9844 -0,0156
. 8| 1,9922| -0,0078
b. Pour tout entier naturel n, o] L1 S
Vo+1 = Upt —2=0,5Xu, +1—-2 10| 1,998 -0,002
=0,5%(u, — 2). 11] 1,999] -0,001
Donc, pour tout entier naturel n, 12| 1,5555] -0,0005
Vysq = 0,5V, 13| 1,9998] -0,0002
Donc la suite v est géométrique 1) 1559 D/
. ) 15| 1,9998| -6E-05
de raison 0,5 et de premier % 5

termevyg=uyg—2 =—2.

c.Pour tout entier naturel n, on a v, =—2x(0,5)".

Doncu, =2+v,=2-2x(0,5)".

d.La suite u est donc convergente vers 2, car
lim 2x(0,5)" = 0.

n—+oo
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Exercices d’application
Mener

un raisonnement par récurrence

Pour tout entier naturel n non nul, on note P(n) la

propriété :

n(n+1)2n+1)
6

«12+22432+ . +n?= ».

D Initialisation : pourn =1,
1x(1+1)x(2X1+1)

onal?=1et 6 =1

Donc P(1) est vraie.

D Hérédité : on suppose que pour un entier n > 1, P(n)
est vraie, c'est-a-dire que :
nin+1)2n+1)

6 .

12+22+32+ ... +n’=
Alors:12+22+32+ . +(n+1Y
=[12+22+32+ . +n2+(n+1)
nin+1)2n+1)

- 2
= 6 +(n+1)

d'apres I'hypothese de récurrence.
Donc12+22+32+ .. +(n+1)
n(2n+1

=(n+1)><( c )+(n+1)>

2
:(n+1)>< 2n +67n+6

or,((n+1)+1)2(n+1)+1)=(n+2)(2n+3)
=2n’+7n+6.

Donc:

n+1)n+2)2n+
12+22+32+...+(n+1)2=( X 5 Jan +3)
clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n > 1,
P(n) est vraie.

Donc, pour tout entiern = 1,

n(n+1)2n+1)

1+22+3°+ .. +n*= 6

E Démontrons, pour tout entier naturel n, la proposi-
tion P(n) :« 23" — 1 est un multiple de 7 ».

D Initialisation : 2° — 1 = 0 qui est un multiple de 7.

D Hérédité : on suppose que pour un entier, P(n) est
vraie. Montrons alors P(n+1) : « 2°"*3—1 est un
multiple de 7 ».

D'aprés I'hypothése de récurrence, 23" = 1 + 7k, ou k
est un entier. En multipliant par 8, on obtient
231%3 = 8 + 56k, donc 2°" "3 — 1 = 7(7 — 8k).
Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, « 23" — 1 estun multiple de 7 ».

Pour tout entier naturel n,on note P(n) la propriété :
«Up =(n+ 1)2 »

D Initialisation : pour n = 0,0onauy, = 1et (0 + 1) = 1.
Donc P(0) est vraie.

4 Livre du professeur - CHAPITRE 1

D Hérédité : on suppose que pour un entier n >0, P(n)
est vraie, cest-a-dire que u, = (n + 1.

Alors up+q =u,+2n+3=(n+1F+2n+3 dapres
I'hypothése de récurrence.

Donc u,,1=n*+4n+4=(n+2Y,

c'est-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 0,
P(n) est vraie.

Donc, pour tout entier n >0, u, = (n + 1).

4 Pour tout entier n > 2, on note P(n) la propriété :
«le nombre de cordes reliant n points du cercle est

n(n—1)

2

D Initialisation: pour n =2 on a une seule corde
2(2 -1

possible et % = 1.Donc P(2) est vraie.

D Hérédité : on suppose que pour un entier, P(n) est

vraie. Montrons alors P(n + 1) : « le nombre de cordes

(n+1)n

2

Pour obtenir n + 1 points du cercle, on ajoute un point

aux n déja existants. Donc on ajoute n cordes au nombre

total de cordes. En utilisant I'hypotheése de récurrence,

n(n—1)
2

que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 2,

P(n) est vraie. Donc pour tout entier n > 2, le nombre

(n—1)

n
de cordes reliant n points du cercle est 3

reliant n + 1 points du cercle est

. n , <
on a + n cordes, soit , C'est-a-dire

2

D) Savoir faire Déterminer la limite
d'une suite a l'aide de Ia définition

E On conjecture : n |uder] wipd
. T T 475G
a.la suite u semble ne pas gc -gc Y4769z
S g [ 400 Y7 ENE
admettre de limite ; e | s | largo?

. i -iic [ ygopc
b. la suite v semble converger | 122 HBoBe
vers 0,5 ' a=12@

c. la suite w semble diverger = oo L
vers + oco. an yrEsE | PEEO
gt 47m9:z | BAZE
ino | y7@E0E | 9E00
108 | y7oo7 | 1o@is
iia 4B 11880
1iE 4EOQBE
1z0 | umis®
winar=14164

E 1) On conjecture que la suite u converge vers 0.

. 5
DSoite>0,0nalu,|<es Seen>_-1.

5
n+1
On en déduitquesin=>1+ E(% - 1), alorsu, <e.
La suite u converge vers 0.

Fla. A partirde N =500, 0n a |u,|<0,01.
b. A partirde N =5x10'2,0na|u,|< 107"

I]a.i.v,,>105<:>n2+n—105>0

ops 1 FY1+4x10°
2

=
Comme n est un entier naturel, n = 316.
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ii.v,>10%sn?+n—

10'°>0

— 10
on> 1+«/12+4><10 .

Comme n est un entier naturel, n > 99999.

b. On conjecture que la
FlSoit A>0,0nav,>

suite v diverge vers + .
Aen*+n—A>0

< n

L —1+V1+4x%A
= 2 .

Comme n est un entier naturel,

n>1+E<

—1+\/1+4><A)
3 )

Donc la suite v diverge vers + oo.

D) Savoir faire

Etudier

le comportement a l'infini d'une suite

B. in (2n+1)=

n—+oo

+o0.Donc lim u, =+ co.
n—+oo

Multiplication des limites.

b. lim vn =+oc.Donc lim (2vn +5) =+ co.

n—-+oo

n—+oo

Multiplication des limites. Donc lim u, = 0. Division

des limites.

n—-+oo

ﬂ a. Pour tout entier naturel n non nul,

u, =

. 1
Comme Ilim — =0,
n—+oo

quotient de limites). Do

b. Pour tout entier natu

u, = 2nx

1
T

1+4

n

1
1_7
jim 40
n—+oo 1+ —
n

nc lim u, = 4.
n—+oo

rel n non nul,

S5 .3

! 2n +2n2
1+%
n

4x

=1 (somme et

Comme lim 1f=0e'c lim %=0,ona:

n—+oo
5 3
"“on 2n?

lim
n—+oo 1 +i
n

Comme Ilim 2n =+o0
n—+oo

n—+o N

= 1 (somme et quotient de limites).

,ona: lim u,=+o0.
n—+oo

a. En utilisant I'algorithme ci-dessous, on obtient

enentrant A= 10"": N
’
Entrer (A);
N<—2;
Tant que | (N2 —

FinTantQue ;
Afficher (N).

=100 000.

1)+ (N3 +1)| > A Faire
N<—N+1

RIS peterminer une limite
par comparaison

a. Pour tout entiernnon nul, =1 <sinn< 1,
donc:

1 1
— < < —
n S Uy s n -
. 1 _ . 1 _
Comme Ilim —=0et |lim ——=0,0na
n-+o N n—+oo n

lim u, = 0 d'aprés le théoreme des gendarmes.

n—+oo
b. Pour tout entiernnon nul, —1 < cosn < 1,donc:
1 1

1_7<Un<1+7-

. 1 . 1
Comme Ilim —=0et |lim ——=0,0na
n—+oo n—+oo n

lim u, = 1 d'apres le théoréme des gendarmes.

n—+oo

[l a. Pour tout entier naturel n,

2_
un—(n—6)=nn3++5—n+6
n*—3n+5-n(n+3)+6(n+3) 23
a n+3 S n+3°

Or, n + 3> 0, car n est un entier naturel.
Donc u, —(n —6) > 0, clest-a-dire que u, = n — 6.
b.Comme lim n—6 =+, d'aprés le théoreme de

n—+oo
minoration lim u, =+ cc.
n—+oo
F1 Pour tout entier n # 0,
n—3+i n—3+i
_ n_ _ n
U, =n 3 3
n(1+-=) 142>
n n
Or, lim n—3+i=+ooet Iim1+i=1.Donc,
n—+oo n n—+oo n
par quotient, lim u, =+oo.
n—+oo

[} On conjecture que la suite v diverge vers —oco.
E2 Pour tout entier naturel n, —1<cosn<1, on a
V,S—2n+ 1.

Comme lim (—2n+ 1) =—oo, d’aprés le théoréme de

n—+oo

minoration,ona lim v, =—oo.
n—+oo

E1 Pour avoir v, < — 1000, il suffit d’avoir :
—2n+ 1<—1000, soit n>500,5.
Dés que l'entier n est supérieur a 501, ona: v, <— 100.

> Savoir faire Déterminer

le comportement a l'infini
d'une suite récurrente

El Pour tout entier naturel n, on note P(n) la
propriété: « 4 < v, < v, ».

D Initialisation:ona vy, = 6,v; = 4,5,donc 4 < v; < v,.
Donc P(0) est vraie.

D Hérédité : démontrons que si pour un entier n, P(n)
est vraie, alors P(n + 1) : « 4 < v, 4, <V, 4 » est vraie.

Livre du professeur - CHAPITRE 1 Suites numériques 5
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La fonction f: x — %+3 est une fonction affine
croissante, donc en utilisant I'hypothese de récur-
rence 4 <V, 41 Sy, ona f(4)<f(Vy41)<f(v,), soit
A4S Vp12SVpta.

Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n, P(n)
est vraie.

Donc, pour tout entier natureln, 4 < v, ;1 < v,.

F1Lla suite v est décroissante et minorée, donc elle

converge.
On note ( la limite de v.
. 7
Ona Ilim v,.;=20et lim T"+3 =%+3.
n—+oo n—+oo
Par unicité de la limite, ( = % + 3.Donc { = 4.
u 1
BWy1 = vy —4= 54 +3-4=4(v,— 4).
Pour tout entier naturel n, w, +; = 1fw,,. Donc la suite

4
. s . 1 .

w est une suite géométrique de raison o et de premier

terme wy = 2.

n
Donc pour tout entier naturel n, w, = 2 (17) .Onen
- 1Y
déduitv, =4 +2 ><(7> .
. 1Y . . e .
lim 2 X(*) = 0 (suite géométrique de rai-
n—+oo 4

Comme

son inférieure a 1 en valeur absolue),ona lim v, = 4.
n—-+oo
a.Comme 3>1, lim 3" =+oc0. En multipliant

n—+oo
par 0,1 (positif), on obtient lim u, =+ co.

n—-+oo

b.Comme |[—0,5/<1, lim (=0,5)"=0. En multi-
n—+oo

pliant par 100, on obtient lim u, = 0.

n—-+oo

n
c. Comme i>1, lim (i) =+oo0. En multipliant

2 n—+oo 2 5\
par 2 (positif), on obtient lim 2(7) =+o00.
n—-+oo

Comme ‘1? ‘ <1, lim (1?)” = 0. En multipliant par 4,

n—-+oo

. . 4

onobtient lim —,=0.
n—+oo 3

Donc, par différence, lim u, =+ .

n—-+oo

> Iravaux pratigues

Longueur d'une spirale
@ Se faire une idée du résultat

B
Kl Faire la construction. 3
Ha,=2; a=173;

0 ! o} Ay
a,~15eta;=1,3. B,
Ona: 1,3
0,~2+1,73=3,73 et As
03 = 5,2 1,5 B]
EHLla suite a semble

. . 1,73 XAz
géométrique de raison 5
08. Ao Aq Bo

6 Livre du professeur - CHAPITRE 1

@ Valider la conjecture formulée

Kl Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :
« OA, B, est équilatéral ».

D Initialisation : OA, B, est équilatéral. Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : démontrons que si pour un entier n, P(n) est
vraie, alors P(n+ 1) : « OA, B, est équilatéral » est
vraie.

D’apresl’hypothésederécurrence, OA, B, est équilatéral.
La droite (OA, + 1) est la médiatrice du segment [A,B,],

—_—
donc An+10A, = 30°. Donc, par construction du symé-
trique B, 1, le triangle OA, ;1 B, + est équilatéral.
Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, P(n) est vraie. Donc, pour tout entier naturel n, le
triangle OA, B, est équilatéral.

E10n a, pour tout entier naturel n: ¢,, = T3C”‘ La

suite ¢ est géométrique de raison @ et de premier

¢ . o
terme 4. Comme a, = 7” la suite a est géométrique de
raison ﬁ et de premier terme 2.

2
E (, est la somme des n premiers terme d’une suite

géométrique de raison g et de premiers termes 2,

donc: szx1_<§>n
n é_]
Onadonc: (, =4(2+ /E)(1 - <§>n>

n
HdComme lim <T3> =0 (suite géométrique de
n—+o

. v3 o . N
raison —5— inférieure a 1 en valeur absolue), on a

lim ¢, = 4(2 ++/3) (opération sur les limites).

n—-+oo

Convergence d'une suite
Objectifs : Construire un algorithme pour étudier une
somme. Utiliser le théoreme des gendarmes.

Partie A
Kl Extrait de I'algorithme complété :
'
Pouriallantde n a 1 Faire
U—u+ sin%
n

FinPour ;

B Aprés avoir programmé cet algorithme, on obtient :
Uyo = 0,549, Usy = 0,505 et Uy ~ 0,504.

El 1l semble que la suite u soit décroissante et converge
vers 0,5.

Partie B
Honav, = 1 +24r-72...+n .
nin+1)
Donc v, =+=17+21—n.
Comme anTOOZL =0,0na anva" = 17

Suites numériques
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E1Pour tout entier i compris ente 1 et n, # S [O ; %]

i 1 i Lo i .
On a —2——<—2) <sm—2<7, soit, en

n 6\ , n
sommant membres a membres ces inégalités pour i
. A 1 3 3 3
varlantde1an,vn—m[1 +22+ .+ n?<u, <v,.

Donc, pour tout entier naturel n non nul,

V)
1 (n+1)
vn—ﬁT<un<vn.
2
. 1 (n+1) ,
lim —=———5—= lim = 0 et comme
Bn~+0024 n4 n—»+0024n2

lim u, = 17 (d'aprés le

n—+oo

lim v, = 17, on en déduit
n—+oo

théoreme des gendarmes).

Etudier une suite arithmético-géométrique
par deux méthodes
Objectif : Mettre en ceuvre deux méthodes de base pour
démontrer la convergence d’une suite.
1] u =2, y
_ 8
Uy = 3%
_ 28. .
U3 - T

H a. b. Voir .

le graphique

ci-contre. /
c.La suiteu

semble crois- 0
sante et majorée

par 4.

E a. Pourtoutentier naturel n,on note P(n) la propriété :
«Up S Upyq S4o.

D Initialisation :

Up =1, u, = 2.Donc P(0) est vraie.

D Hérédité : démontrons que si, pour un entier n, P(n)
est vraie, alors P(n + 1) :

«Up41 S Upto S 4 »estvraie.

La fonction f est une fonction affine croissante.
D'aprés I'hypothése de récurrence u, < u,;; < 4, donc
FUps1)<f(Up+1)<f(4) et comme f(4)=4, on
obtient u,,; < u,;, < 4.

Cest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, P(n) est vraie.

Donc, pour tout entier naturel n, u, < u, 4+ < 4. La suite
u est croissante et majorée par 4.

b. La suite u est croissante et majorée par 4, donc elle
converge.

Sa limite est une solution de I'équation f(x) = x, soit
X = 72)(; 4 , soit x = 4. La suite u converge vers 4.

Ha.Ona:

2u, +4 2

T—4 —?<Un—4).

Donc, pour tout entier naturel n, v, = %v,,. La suite
s . 2 .

v est géométrique de raison 3 et de premier terme

Vo = — 3.

Vit = Upe1 — 4=

Livre du professeur - CHAPITRE 1

n
b. Pour tout entier naturel n, v, =— 3 X(%) .
n
Doncu, =4 — 3><<%> .
2 n
c.Ona lim (?> = 0 (suite géométrique de raison
n—+oo
strictement inférieure a 1). Donc  lim u, = 4.

n—+oo

Etudier le comportement a l'infini d'une
suite

Objectif : Conjecturer et prendre des initiatives dans le
type de démonstration a utiliser.

I Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :
« Uy, # 0 »

D Initialisation : u, = a # 0, P(0) est vraie.

D Hérédité : démontrons que si, pour un entier n, P(n)
est vraie, alors P(n + 1) : « u, ; # 0 » est vraie.

U I (u, Y + 1
n un Un

Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel

n, P(n) est vraie.

Donc, pour tout entier naturel n, u, # 0. La suite u est

bien définie.

Up+1 ,doncu,+q1 #0.

El a. Pourtoutentier naturel n,on note P(n) la propriété :
«U,>0».

D Initialisation : u, = a >0, P(0) est vraie.

D Hérédité : démontrons que si, pour un entier n, P(n)

est vraie, alors P(n + 1) 1« u, ;> 0 » est vraie.

u, ¥+ 1
Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, P(n) est vraie.

Donc, pour tout entier naturel n, u, > 0.

Up+1 >0,donc u,;q>0.

= J—>O d'aprés ce qui précéde. Donc la
n

suite u est croissante.
Sila suite u est majorée, alors, comme elle est croissante,
1

elle converge vers { solution de I'équation x = x + -

Cette équation n’a pas de solution, donc la suite n'est
pas majorée. Et comme elle est croissante, elle diverge
vers +oo.

b. Dans le cas a <0, en utilisant les mémes méthodes,
on prouve que la suite u est négative, décroissante et
qu'elle tend vers — cc.

Up+q — Uy

Eﬂ Des « 1 » partout!

Objectif : Conjecturer, faire des recherches et bdtir une
démonstration.

D Par construction, le réel cherché (s'il existe) est la
limite de la suite u définie par uy, = 1 et pour tout entier
1
natureln, u,+ =1+—.
un
D Si la suite u converge, elle converge vers une solution
14 - 1
de I'équation x = 1 +7@x2—x—1 =0.

Suites numériques 7
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. . . +
Cette équation admet deux solutions 1+/5

2
1-v5 1

5 = o ou ¢ est le nombre d'or.

=g et

Comme la suite u est simplement minorée par 1, elle ne
peut converger que vers ¢.

Comme ¢ =1 +%,ona:
1 1
u =1+ -1
n+1 @ u, ©
soit: \u _(p‘=7|u,, (‘D|
. n+1 Un(P

Donc, comme pour tout entier naturel n,ona:
1
U1 = @S un =@ | (1),

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :

«lu,— @< ( >|u0 @
D Initialisation : | u, , donc P(0)

~el<( ) w-s
est vraie.

D Hérédité :démontrons quesi, pourunentiern, P(n) est

n+1
vraie, alors P(n + 1) : «| Uy +4 —@K(%) (up— @ »

est vraie.

D'aprés linégalité (1), %‘ u, — @/ et en

- ’ <
utilisant I'hypothese de récurrence, on obtient :

n
—q>\<1—><<1$> lup— @

Up+1q

‘Un+1

1 n+1
Donc | Uy +4 —cpK(?) up— .
Clest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel

n, P(n) est vraie. Comme 1? <1, la suite géométrique

.I n
de terme général (3) |up — ¢ | converge vers 0.

Donc lim |u, — @ |= 0.La suite u converge vers @.

n—+oo

Que de racines!
Objectif : Conjecturer, faire des recherches et batir une
démonstration.

Que ce soit a l'aide de Geogébra ou R un
a l'aide d’un tableur, on conjecture 0| 1,4142135
que la suite u n'est pas monotone, 1| 0,7653668
mais semble converger vers 1. B LTTING
3| 0,9427934
y 4| 1,0282054
5| 0,9857963
\ 6| 1,0070767
7| 0,9964553
1 \rf 8| 1,0017707
/ \ 9| 0,9991142

0 ]
0,2 1 2 X

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :

1 3
«7<un<7».

8 Livre du professeur - CHAPITRE 1

D Initialisation : 17 <V2< %, P(0) est vraie.
D Hérédité : démontrons que si, pour un entier n, P(n)

. 1
est vraie, alors P(n + 1) :« 5 < up 4 < 2 » est vraie.

D’apres I'nypothese de récurrence, ; <u, < ;

1 3 . 1
Donc7<2—un<7,50|t 2— u,,<
Comme 4/ 2,ona un+1<7.

C’est-é—dire que Ia proprlete P(n+ 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel
n, P(n) est vraie.

2—u,—
u,+1—1=/2-u —F———
n+1 n /_7%+1
(T P e —
(1= un) 2—u, +1

Comme17<,/2—u,1 g,ona
3 iv /2 <2

Donc: <2
J2=u,+1 3

On en déduit que pour tout entier naturel n :
2
‘Un+] —1 ‘<?‘Un_ 1 |.

Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :
n
«‘un—T ’S(%) ‘«/5—1 |».
2 0
D Initialisation: |2 — 1< <?> V2 -1

vraie.
D Hérédité :démontrons que i, pourunentiern, P(n) est

P(0) est

n+1
vraie, alors P(n + 1) t«|tp g — 1 K(%) V2 -1»

2
?‘ u, =1 ‘
Donc, en utilisant I'hypothése de récurrence, on obtient

n
Upeq —1]< 2 x(%) V2
n+1
‘Un+1_1’<<%> ‘\/5_1‘

Cest-a-dire que la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n,

estvraie.Onavuque [U, 1 — 1<

P(n) est vraie. Comme 0 < % <1, la suite géométrique

de terme général ( ) 'v/2 — 1| converge vers 0.

Donc lim |u, — 1|= 0.La suite u converge vers1.
n—+oo

D) Faire le point

ﬁﬂa.etb. Hec.
Ha.etb. HBb.etc.

Ha.etc. Aec.
Eb. Hec.

E El a. Faux. b. Vrai.
E Vrai. H Faux.

c. Faux. d.Faux.

A Vrai.

Suites numériques
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) Exercices d’application

D Raisonnement par récurrence
Elvrai.  BElvrai.  Elvrai.  ElVrai.

28| [l a. Vrai, carsi 6" — 1 = 5k, alors:

6" —1=6X6"—1=6X(5k+1)—1=5(6k+1).
b.Vrai.  c.Faux.

Fla. Vrai, carsi 6" + 1 = 5k, alors :

6" +1=6X6"+1=6X(5k—1)+1=5(6k—1).
b. Faux. c. Vrai, par exemple n = 1.

E vrai.

Démontrer par récurrence

. [ Propriété pour tout entier n > 1 :
2 2
n<(n+1
P(n):1P+22+ ... +n*= ( 4 )
12(1+1Y
) Initialisation: 13 = % ; vrai.

D Démontrons que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est
aussi vraie.
1)2

B+23+  +n+(+1p=" +(n+1).
Donc, en factorisant :
B+23+ . +(n+1P=(n+1) )].
2
+1
Donc 13 + 23 + ..+(n+1)3=%[(n+2)2].

La propriété P(n + 1) est vraie.
b Conclusion : pour tout entier n > 1,
2(p 4+ 1Y
13+23+...+n3=M.
E1 Propriété P(n) pour tout entier n > 1 :
1 1 T 1
1X2X3 = 2X3X4 nX(n+1)xX(n+2)
n(n+3)
4n+1)(n+2)°
D Initialisation : pourn = 1,
11 10+3) 1
—oous = F € =—_.
1X2X3 6 — 401 +1)(1+2) 6
Donc P(1) est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est
aussi vraie.
o 1 1
Soit A = 1X2X3 + IX3X4a + ...
n 1 i 1
nX(n+1)X(n+2) (h+1)n+2)(n+3)"
n(n+3) 1

la propriété P(n + 1) est vraie.
b Conclusion : pour tout entiern > 1,
1 1 T 1
1X2X3 = 2X3X4 X(n+1)X(n+2)
B n(n+3)
~4n+1)n+2)°

Propriété P(n) pour tout entier n >0 :

«la fonction f,, est dérivable sur R et pour tout réel x,

() (x) = " T,

b Initialisation: f,: x — 1. Donc, pour tout réel x,

(fo)(x)=0,donc P(0) est vraie.

D Démontrons que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est

aussi vraie.

Soit f41(x) = X" = x X, (x),

donc (fp+1) (x) = fn(x) + xX(f,)(x) soit, en utilisant

I'hypothése de récurrence:
(fre1)(X)=Xx"+xXnx""1=(n+1)x"

La propriété P(n + 1) est vraie.

) Conclusion : pour tout entier n, ( f,)(x) = nx"~".

131 tout entier n > 1, on note P(n) la propriété :

«nt>=2""

Ilnitialisation:pourn =1,onall=1et2' " '=1.

Donc P(1) est vraie.

D Hérédité : on suppose que pour un entier n >

est vraie, c'est-a-dire que : n! > 2"~

Ona(n+1)=(n+1)Xnl.

D'aprés I’hypothése de récurrence, on a:

(n+1)N=(n+1)x2""1,

Or,n>1.Doncn+1>2et(n+1)xX2""1>2x2""1,

On en déduit que (n+1)!>2", clest-a-dire que la

propriété P(n + 1) est vraie.

b Conclusion : par récurrence, pour tout entier n > 1,

P(n) est vraie.

Donc pour tout entier n =

1,P(n)

1,n =201,

Soit P(n) la propriété définie sur N par:

« 4" + 1 est divisible par 3 ».
Ce raisonnement est inexact, car on ne peut pas initia-
liser la récurrence.

Soit la propriété : « 114+ 21+ ... +(n — 1)1 < n! ».
) Initialisation: P(2) : 1! < 2! est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie, alors :
N+20+ . +(n—1)N+n<(n+1)!
On a, en utilisant I'hypothése de récurrence :
N+20+ .. +(n—1)+n<nl+n
Mais 2n! <(n + 1)!.On adonc:

DoncA=4(n+1)(n+2) (n+ 1) (n+2)(n+3) 1420+ ..+(n—'1)!+n!<(n+1)!
soit. en factorisant : D Conclusion : pour tout entier n > 2,
o 1 [ n(n+3) 1 N+21+ ... +(n—1)I<n
(n+1)n+2 l . 4 (n+3) . Pour tout entier n = 2, on pose:
1 +6n°+9n + 4
— : P(n).<<2”/(n+1)
+ + +
(n+1)(n+2) 4(n+3) [l Supposons que 2" > (n + 1 )2, démontrons que:
donc: 2”+1>(n+2)2
(#1944 (n+1)(n+4) Draorés Ihvoothase de ré 2'><2">2( 17
= A+ 1)n+2)n+3)  ant2)n+3)’ apres I'hypothese de récurrence = 2(n .
Livre du professeur - CHAPITRE 1 Suites numériques 9
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Ona:
2h+1Y—(n+2f=n’-2>0sin>2.
Donc 2(n+ 1) = (n + 2)°. On en déduit que P(n + 1)
est vraie.
E1 P(6) est vraie, donc pour tout entier n > 6 :
2">(n+1).

Etudier des suites

I]v1 =1,v,=4,v3=9,v, = 16.
On conjecture que pour tout entier naturel n, v, = n*.
1 Propriété P(n) pour tout entier n >0 : « v, = n? »,
) Initialisation: 0 = 0 = v,.
D Démontrons que si, pour un entier n, v, = n?, alors
Vn+1 = (n + 1)2'
Ona:

Vor1 =V, +2n+1=n2+2n+1=(n+1).
Donc P(n + 1) est vraie.
) En conclusion, pour tout entier naturel n, v,, = n?.

[l La droite @ a pour équation y =05x+1 ; la
droite A a pour équation y = x.

Onlitu; =—05;u, =08 etus; = 1,4.

E1 Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété :

« Uy < 2.
D Initialisation : pourn = 0,0n a:
Up=—3<2.

Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : on suppose que pour un entier n >0, P(n)
est vraie, c'est-a-dire que : u, < 2.
On en déduit que:
05u,+1<05X2+1,

soit 0,5u, + 1 < 2.
Ainsi u,, , ; < 2, c'est-a-dire que la propriété P(n + 1) est
vraie.
b Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 0,
P(n) est vraie.
Donc, pour tout entier n =2 0, u, < 2.
E1 Pour tout entier n,
Up+q — Up =05u,+1—u,=1-05u,=05(2—uy,).
Commeu,<2,0na:

2—u,=0.
On en déduit que pour tout entiern, u, + 1 — u, = 0.
Donc la suite u est croissante.

X Voir le schéma ci-aprés.
La suite v semble croissante.
1 On pose pour tout entier n, P(n) :

«Vp 20>,
) Initialisation : v, = 0, donc P(0) est vraie.
b Démontrons que si v, = 0, alors v, , 1 = 0.
Siv,=0,alors2v,+12>1,
doncv,;,;=0.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, v,, = 0.
Ev,.,—v,>v,+1>0 daprés la question précé-
dente. Dong, pour tout entier naturel n, v, = v,. La
suite v est croissante.

10 Livre du professeur - CHAPITRE 1

On pose, pour tout entier naturel n,
P(n):u,=4X3"—1.
) Initialisation : uy = 4 X 3% — 1 = 3. P(0) est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie alors :
Uppq =4X30T1T—1,
En tenant compte de I'hypothése de récurrence,
Ups1 =3U, +2=3(4X3"—1)+2=4%x3""1—-1,
b Conclusion : pour tout entiern, u, = 4X3"— 1,

E Démontrons par récurrence la propriété :
P(n):«1<upyq <up»
D Initialisation: comme u; = v8 +1 = 3,
P(0) 1 < u; < uy est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie, alors :
TS Uy S U4
En tenant compte de I'hypothese de récurrence et
comme f:x — v x+ 1 estune fonction croissante, on

a:
f(1 ) <f(“n+1)<f(un):

donccomme 1<+v/2,0na:1 < Uy )< Ups+:.

D Conclusion: la suite u est minorée par 1 et décrois-

sante.

mﬂ Pour tout réel x € |—1; + oo,
/ 6
f (X) <X+ 1)2

La fonction f est strictement croissante sur |—1; + oo|.
[} Démontrons par récurrence la propriété :

P(n):«u,>2».
) Initialisation : P(0) : uy = 3> 2 est vraie.
D Démontrons que si P(n) est vraie, alors uy, 4 1 > 2.
En tenant compte de I'hypothese de récurrence et
comme f estunefonctioncroissante,ona f'(u,) > £(2),
donccomme f(2)=2,0nau, ;> 2.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, > 2.
El Pour tout entier naturel n:

(U t3u,—2 (2= u,)(u,— 1)

e = =y TR

Suites numériques
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Commeu,>2,2—u,<0etu,—12>0,donc
U,+1 — U, < 0. Pour tout entier naturel n, u, ;¢ < up.
La suite u est décroissante.

Démontrons par récurrence la propriété :
3" -1

P( ) « pour toutentiern=1, u, = =
D Initialisation :

0_ 1 31— 1
comme uo = =0etu =75 =1,P(0)et

P(1) sont vraies.

D Soit un entier n > 1. Démontrons que si P(n) est vraie,

3n+1 -1
alors u, 41 = s
En tenant compte de I'hypothese de récurrence
u =31 337 -1 4X37-4-3"+43
n+1 2 2 2 ’
. 3n+1 _ -I
soit : Upp1 =5
n __
b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = 3 5 ! .

B Limite finie ou infinie d'une suite

a. Faux. b. Faux. c. Vrai. d. Faux.
a. Faux. b. Vrai. c. Vrai. d. Faux.
m FlFaux. FIFaux.

Utiliser des définitions

Ha.0<y,<es - <ewn>1>
b. Pour tout réel e strictement positif, il existe un entier
p=1 +E<1?> tel que désque n=p,ona 0<u,<e,

donc lim u, = 0.

n—-+oo

F10n démontre de méme que: lim #=O et
n—-+oo

lim 1—=0‘

n—+oo n

EE [l Comme la suite u converge vers (, pour
e< 122;9 il existe un entier p tel que si n
uelt—e;0+¢l.

FlComme Ia

= p, alors

suite u converge vers (', pour

e< 92;0’, il existe un entier m tel que si n = m, alors
u, €0 —e;0+e¢l.

Comme les deux intervalles précédents sont disjoints,
dés que n=sup(p,m) il y a impossibilité. Donc les
limites ¢ et (' ne peuvent pas étre différentes.

Soit e un réel strictement positif.

ElPour x€[0;+ oo, 3 ceox>3-¢

X+ 1 +1 2e
3—e
2e

F1a.0n pose p=1 +E< ) Pour tout entier
zp,onald<u,<e.

b. On en déduit que la suite u converge vers 0.

Livre du professeur - CHAPITRE 1

m a. - La suite u est décroissante.
+ On conjecture que la suite u converge vers 0.
«Pour n >20000, u, € |—107*;107*].
« Pour tout réel e >0, il existe un entier p = 1 + E< 2 >
tel que sin > p, alors |u, |<e.
Donc la suite u converge vers 0.
b. « La suite u est décroissante.
+ On conjecture que la suite u converge vers 0.
«Pour n>99980001, u, € |—107%;107*[.
+Pour tout réel e>0, il existe un

p=1 +E<(1 —1?)2>telquesin>pa|ors\un\<e.

entier

Donc la suite u converge vers 0.

m a.. La fonction f: x+— % est telle que
X
’ _7
X)=—"—5
f( ) (X+2)2
sante sur [0 ; + oo[. La suite u est décroissante.

+ On conjecture que la suite u converge vers — 3.
«Pourn>69999,u,€]-3-10"%;-3+107*].

< 0. Donc la fonction f est décrois-

7
« Pour tout réel e > 0, il existe un entier p = 1 + E< >
tel quesi n > p, alors |u, + 3 [<e.
Donc la suite u converge vers — 3.

b.. La fonction f:
/ 2x

X =

f( ) (,I +X2>2

sante sur [0 ; + oo . La suite u est croissante.

- On conjecture que la suite u converge vers 1.
«Pourn>100,u, € ]1—107%;1+107%].

«Pourtoutréel e > 0, il existe un entier p tel quesin = p,

X est telle que

X
1+ x2
= 0. Donc la fonction f est crois-

alors |u, — 1| <e (il suffit que p2>1?— 1).
Donc la suite u converge vers 1.

@ EN On considére une suite u qui converge vers (.
Pour tout réel e > 0, il existe un entier ptel que sin = p,
alorsu, €|t —e;0+e.

On pose M le plus grand des réels ug, uy, ...,
Alors, pour tout entier naturel n, u, < M.

Donc la suite u est majorée.

On démontre de méme que la suite u est minorée.
FlUne suite peut étre bornée sans pour autant
converger, par exemple, la suite géométrique de raison
- 1.

up,0+e.

[l Soit un réel A.
+ A<O0, pour tout entier naturel u, > A.
«SiA>0,alorsu,> A< n> A%

F1Quel que soitleréel A, dés qu'ona n > A, ona u, > A.
Donc la suite u diverge vers + co.

E [l On résout :

2
N*3 0o ni—10m+3>0,carn>1.

X3 =5—+v22=03 et

u,>10 &<

On calcule A =88 ;
X, =5++22 ~97.

Comme n est entier,ona u, >10 < n = 10.

Suites numériques 1
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Ainsi, a partir du rang ng = 10, tous les termes de la
suite u appartiennent a l'intervalle |10 ; + oo|.
F1Onrésout:

n’+3

u,>AS >ASn?—AXn+3>0,carn>1.

On calcule A = A% — 12.
-Si |[A|<+v12, on a A<O0, et, pour tout entier n,
n?>—AXn+ 3> 0.0n peut choisir n, = 0.

-Si\A|=v12,onaA=0,et,pourtoutentiern¢%,
n?>— AXn+ 3> 0.0n peut choisir ny = 0.
-Si |A[>V12, on a A>0, et pour tout entier

A++A2—12
n>"——5——=

,n>—AXn+3>0.

A+ A2—12 >+1
o :

Ainsi, a partir du rang ny, tous les termes de la suite u
appartiennent a l'intervalle | A; + oo.
E1 Par définition, la suite u diverge vers + co.

Donc lim u, =+oo.
n—+oo

On peut choisir ny = E(

E Ell- La fonction f:x — 2x? — 3 est croissante sur

[0;+ oo. La suite u est croissante.

On conjecture que la suite u diverge vers +oo.

i. Pour n > 224, alors u, > 10°.

ii. Pour n > 707107, alors u, >10'2.

A+3
2

« Pour tout réel A> 0, il existe un entier p >
telquesi n = p, alors u, = A.

Donc la suite u diverge vers + cc.

F1. La fonction f: x> 2vx +5 est croissante sur
[0;+ oof. La suite u est croissante.

On conjecture que la suite u diverge vers + .

i. Pour n >3 X107, alors u, >10°.

ii. Pour n >3 X 10%, alors u, >10'2.

_c\
« Pour tout réel A> 0, il existe un entier p >< A 2 > )
tel quesin = p, alors u, = A.

Donc la suite u diverge vers + cc.

Soit A>0.0na—2n"+3<-A&n>,/ A3

Pour tout réel A> 0, il existe un entier

_ A+3
p—1+E< 5

La suite v diverge vers — .

)telquesi n=p,alorsv, <—A.

Utiliser des opérations sur les limites

Eﬂa. lim u, =+ et limv,=—o;

n—+oo n—+oo
lim (u, +v,) = lim n? =+cc.
n—+oo n—+oo
b. lim u,=4+ocet lim v,=—o;
n—+oo n—+oo
lim (u, +v,)= lim 1—n?=—o0.
n—+oo n—+oo
c. lim u,=+ocet limv,=—o0;
n—+oo n—+oo
lim (u, +v,)= lim 3=3.
n—+oo n—+oo
d. lim u,=+ocet limyv,=—o0;
n—+oo n—+oo

u, + v, = (—1)" quin’a pas de limite.
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1 .
Fa.u,=n*> et v,=—. On a limu,=40 et
n n—+oo
lim v,=0; lim u,Xv,= lim n=+oco.
n—+oo n—+oo n—+oo
1 .
b.u,=n et v,=-—. On a limu,=+c et
n n—+oo
. . 1
lim v,=0; lim u,Xv,= lim —=0.
n—+oo n—+oo n—+oo
1 .
cu,=n*> et v,=——. On a limu,=+c et
n n—+oo
limv,=0; lim u,Xv,= lim —n=—c
n—+oo n—+oo n—+oo
4 .
d.u,=n e v,=—. On a lim u,=+o0 et
n n—+oo
lim v,=0; lim u,Xv,= lim 4 =4,
n—+oo n—+oo n—+oo
E a. lim u,= lim —4n =—co.
n—+oo n—-+oo
b. lim v,= lim n?=+o.
n—+oo n—+oo
a. lim u, =+oo.
n—+oo
b. lim v,= lim n®=+o.
n—+oo n—+oo
ma. lim u, = lim i=O.
n—+oo n~+002n
. 2 2 .
b. lim = lim — =10.Donc lim v, =
na+oon+1 na+oon n—+oo

@ a. Pour tout entier n # 0,

CO
) 2+ -

u, =

3‘—'3‘m

n<2 +

n
. 5 _ . 1
Or, lim 3 n—3et lim 2+n—2.

n—+oo n—+oo

Dong, par quotient, lim u, = 5-

n—+oo 2
b. Pour tout entier n # 0,
2 2
2 _ < _ <=
Cr(-2)_ei-2)
n .
n(i+1) 3 4
n n
. . . 2 . 3 _
Or, imn=+o00; IIMm1—"=1et lim =—+1=1.
n—-+oo n—+oo n no+oo N
Dong, par produit et quotient, lim u, =+ .
n—+oo

@ a. La suite u est divergente.

b.Onav, =1
) " Vn+1+Vn"
Comme lim vn+1++n=+o0,0na lim v,=0.

n—+oo n—+oo
. . 1

a.0na lim n=+o et lim =0, donc

n—-+oo n~»+oon+1
lim u, =+oo.
n—+oo

. 1 .
b.On a lim —5=0 et lim 2/n =+, donc

n—+oo n—+oo

lim v, =—oo.
n—+oo

Ea.Ona lim %=Oet lim %=O.

n—+oo n—+o N

Donc lim u, = 2.
n—-+oo

Suites numériques
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b.Ona lim vn =+ et lim 1—=0,

n—+oo n—+oo n
donc lim v, =+oo.
n—+oo
. . 3n . 3
53 PR u, = lim 25 = lim = =0.
n
n—+oo n—+oo n—+oo
. . 3n? .
b. lim v,= lim =5-= lim 3=3.
n—+oo n—+oo n—+oo
& .. im u, = lim _”22 = lim =L =—1
n—+oo n—+o 2N n—+oo 2 2
_n’+n—17""
b-Vn——2
2n 5
. . n 1
Donc lim v, = lim (—2>:_
n—+oo Ne+oo\ 2N 2
En situation

@ X 1l semble que la suite u converge vers 0:

» | VTR
28 NZZEE
0] MELFE
3 WENE
32 0EAhY
33 MZEER
30 N
ic MEMNE
UEmaButn—12-C1+.

[ Pour tout entier naturel n :

+
1=
Unpt1 n n

Donc la suite v est arithmétique de raison 1 et de terme

initialv0=u1—+1 =2+1=3.

n
El Pour tout entiern, v, =3+ 1Xn=3+n.

Or,v,,=J—n+1.Doncun= ” 1_1 = 2—1Irn'
n

1

Vn+1 =

Comme lim

= 0, la suite u converge vers 0.
n—>+002+n 9

. . x+1
&3 £ La fonction j;.x |—2> 1
f(X):_—(2x3+1)2 <0 sur[1;+ oof.

Donc la fonction f est décroissante.
La suite u est décroissante.

est telle que:

. . n
FiOna lim u,= lim —5 =0.

n—+oo n n—+oo 2n3

. . » _nt1
El a. La distance entre u, et 0 est égale a EYSIEE

b. On modifie I'algorithme comme ci-dessous.
c.i.Pour e = 1072 on obtient N = 8.

ii. Pour e = 107> on obtient N = 225.
'

Variables :
N:entier; e : réel
Début :
Entrer (e)
N<—0;
! N+ 1
TantQue N+ 1
N<N+1;
FinTantQue
Afficher (N) ;
Fin.

> e faire

Livre du professeur - CHAPITRE 1

S A R A}

E) Limites et comparaison

Fl a. Vrai.
FA Faux.

@ [0 Vrai.

Théoréme de majoration, de minoration

b. Faux. c. Vrai.

F1 Faux. Elvrai. [ vrai.

69 [N Clest la définition de  lim v,,.

n—+oo
F1 Comme a partir du rang p, v, < A et u, <v,, on en
déduit que, pour tout entier n = p, u, < A.On en déduit
que la suite u diverge vers — .

a. Pour tout entier naturel n, n> — n<u, <n?+n.
Comme lim n? —n =+o0, on en déduit que :

n—+oo
lim u, =+oo.
n—-+o
b. Pour tout entier naturel n, —3n < u, <—n, comme
lim —n =—o0, on endéduit que lim u, =—oo.
n—+oo n—+oo

¥ La fonction x +— % est strictement décrois-
sante sur |0; + oof. X
Donc pour tout entier ktelque 1 < k< n,
1
/n'’

1> >

Kk

FA Pour tout entiern > 1 :

1 1 1 1 1
12> ; > ; > s
vn @ V2 vn V3 vn
1 1
= .
vVn—1 vn
En ajoutant membre a membre, on obtient :
1 1

u>——+ .. +—— 1
n= /n J'n -Doncu,=2nX——.
/ vn

n termes
Ainsi, u, Zv'n.
ElComme lim vn =+, d'aprés le théoréme de

n—+oo
minoration,ona lim u, =+oo.

n—+oo

1 1l semble que la suite u diverge vers — co.
Ela.Pour tout entier naturel n, on note P(n) la
propriété:« v, <0 »,
D Initialisation : pourn = 0,ona vy, = 0<0.
Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : on suppose que pour un entier n >0, P(n)
est vraie, c'est-a-dire que : v, < 0.
On en déduit que 2v,, — 3 <—3, so0it v, <— 3.
Ainsi, v, <0, clest-a-dire que la propriété P(n+ 1)
est vraie.
b Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 0,
P(n) est vraie.
Dong, pour tout entier n = 0, v, < 0.
orvy41—Vv,=2v,—3—v,=v,— 3.
Donc: Vpt1 —VpS—3.
b. Pour tout entier naturel n,

Vn = (Vn - Vn—1)+ (Vn—1 - Vn—2)+ et (V1 - VO)'

Suites numériques 13
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Et, comme pour tout entierk, vy — v,_; <—3,0na:
v, <(=3)+(=3)+...+(=3)

n termes

Donc v, <—3n.

c.Comme lim —3n =—oo, d'aprés le théoreme de
n—+oo
majoration,ona lim v, =—co.
n—+oo

Ainsi, la suite v diverge vers — co.

B (- (x+1)= % —x+1 =<17x—1>2>o.

Donc, pour tout réel x, f(x)=>x+ 1.
FiDapres kR, u, 1 — u, = f(u,) — u, = 1. La suite u est
croissante.

Elu, —uo = (Up = Up—1) + (Up—q = Up—q) ...
+(u — ).

Donc dapres B, u,—uy=1+1+..+1, soit

u,=n+3.

On en déduit que lim u, =+oo.

n—+oo
EIPour que u, =108, il suffit que n+3>10° soit
n =103 — 3 ; on prend, par exemple, N = 997.

Théoréme des gendarmes

—1 1

a. Pour tout entier naturel n,

<
nt1 ST
Comme nliToon+1 =0 et nllrrmn+1 =0, on
en déduit que lim u, =0 d'apres le théoréme des
gendarmes. "7

b. Pour tout entier naturel n non nul, —1 < cosn <1,

lim —2-=0 et
n—+oo

=1 1
on a 7<vn<7. Comme

lim 172 = 0, on en déduit que lim v, = 0 d'apresle

n—+oo n—+oo

théoréme des gendarmes.

La suite de terme général v, S est
i 9 k n+«/?

1
n+1"°

.. 1 1
décroissante. Donc < <
n+vn  n+vk

On en déduit que:
n

n
— <y <"
n+vn " n+1

F1 lim —n_ - L

lim ————=1
n~+oon+\/; 1

n~+oo-| + —
vn
. n . 1
et lim = lim ———=1.
nﬁ+oon_|_'I nﬁ+oo-|+1_
n
Donc lim u, = 1 d'aprés le théoreme des gendarmes.

n—+oo

[El Pour tout entiern > 2 :

y—3= 3n +(; 1_)”1cos(n) 3
_3n+(=1)'cos(n)—3n+3 _
= e =
E2 Pour tout entiern > 2 :

—1<(=1)"cos(n)<1,donc2<3+(—1)"cos(n) < 4.

3+(=1)"cos(n)
n—1 '
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Comme n—12= 1, onobtient:

2 4
<u,—3< .
n—1 Up — 3 n—1
4

On en déduit que |u, — 3 |<

Avec lim
n—+oo - 1

on obtientque lim |u,—3|=0.
n—+oo

= 0, par le théoréme des gendarmes,

On en déduit que lim u, = 3.

n—+oo
E Pour que |u, —3|< 0,01, il suffit que
C'est-a-dire que n = 401.
A partir du rang N = 401, on est s(r que la distance
entre u, et 3 est inférieure a 0,01.

4 < 0,01,
n—1

N uyg = 1,9964 et uypp = 2.

La suite u semble converger vers 2.

F1 Pour tout entier naturel n, =3 <—3sinn < 3.0nen
déduit que, pour tout entier naturel non nuln:

2n* -3 _ 2n? +3
n+1 " p24
lim 2r727—3: lim 2n° =2
N+ N2+ 1 no+o N )
De méme,
. 2n*+3 _ .. 2n? _
lim T 5 . = lim 72—2.
n—+o N +1 n-+o0 N

On en déduit que la suite u converge vers 2 en utilisant
le théoreme des gendarmes.
El a. D'aprés E3, pour tout entier n :
-5 1

2 <u,—2< 5

n?41 U T ES gy
5
n?+1"°
Pour que la distance entre u,, et 2 soit inférieure 1073,
. 5 — .
il suffitque —5—— < 1073, s0itn > 71.

ez S -

c.Non, uy4 = 2,0002.

b.Onadonc|u, —2|<

D Convergence de certaines suites

[l Vrai. 1 Faux. El Vrai.
El Vrai. F1 Vrai. El Faux. 1 Vrai.

Cas des suites monotones

@ [l La fonction f: x+— +/1+x et la fonction
X +— 1+ x ont méme sens de variations sur l'inter-
valle [ 1;+ oo[. Donc la fonction f est croissante sur
[— 1;,+ [

El Remarque: l'équation f(x)=x admet bien une
unique solution, car:
fX)=xeVJi+x=x1+x=x"etx>0
SxP—x—1=0etx=0

oy = 1+2¢§.
. +
Onsaltquea=%z 1,618.

Suites numériques
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La fonction 1" est croissante sur [— 1; + oo [, doncsur [1; a].
Dong, pour tout réel x de [1; a], (1) <f(x)<f(a).
or, f(1)=+2,et f(a)=a.Donc V2 <f(x)<a.
Onendéduitque 1 < f(x) < a,clest-a-dire f(x) €[1; a.
El Pour tout entier naturel n, on note la propriété:
«Tsu,saetu,< Uy
D Initialisation : pourn = 0,onauy = 1.
Donc1<ug<a.
Etuy=+v1+ =x/5.Doncu0<u1.
Donc P(0) est vraie.
D Hérédité : on suppose que pour un entier n >0, P(n)
est vraie, c'est-a-dire que :

IT<u,saetu,<Uptq.
D’aprés la question E, £ (u,) €[1; a.
Doncl1<u,4+q<a.
De plus, la fonction £ est croissante sur [1; a].
Donc f(up) <f(Up+1)-
Onendéduit u,+1 < U, 4 5.
Ainsi, la propriété P(n + 1) est vraie.
D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n = 0,
P(n) est vraie.
Donc, pour toutentiern 20,1 <u,<aetu, < U,i.
[ D'aprés la question El, la suite u est croissante et
majorée (par a).
Donc la suite u converge.

Blo

Il semble que la suite u soit croissante et converge vers
un réel compris entre 5 et 6.
Ha. f(x)=x&©x*-5x—1=0, qui admet pour

solution a = % dans [0;+ .

b. Démontrons par récurrence que, pour tout entier
natureln,0 <u, < u,+q <a.
b Initialisation: u; = 1.
DoncO<uy<suy <a.
b Hérédité : démontrons que si 0 S u, < U, < a est
vraie, alors :
OSUp+1S U+ S Q.
La fonction f est dérivable sur [0;+ o[ et

f(x)= %, donc f est croissante sur [0; + oo|.
(x+ 1)

En utilisant I'hypothése de récurrence,

F0)<f(un) <f(Ups1) < f().

Livre du professeur - CHAPITRE 1

Comme f(0) =1 et f(a) = a onabien:
0SS Up+1S U4y SO
D Conclusion : pour tout entier naturel n,
OSu,SUuUp+qsSQ.
ElLa suite u est croissante et majorée. Donc elle

converge vers la solution de I'équation f(x) = x.
Donc sa limite ( est égale a a.

Variables :

e, U, L:réels; N:entier;
Début :

Entrer(e) ;

N<—O0;

U<0;

5++29
L=

TantQue L - U = e Faire
N<N+1;

5
U657
FinTantQue ;

Afficher(N) ;

Fin.

.

b.i.N=6; ii. N =10.

E [l Démontrons par récurrence que pour tout entier

naturel n, u, = 0.

D Initialisation : uy, = 0.

b Hérédité : démontrons que si u, = 0, alors u,

D'aprés I'hypothése de récurrence, u?+ 3u, + 1

doncu, ., =0.

b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = 0 :
Upsq— Uy, =UZ+2u,+1>0.

Donc la suite u est croissante.

F1Si la suite u est majorée, comme elle est crois-

sante, elle converge vers une solution de l'équation

x=xX+3x+1e(x+1f=0ax=-1.

[ La suite étant positive, elle ne peut pas converger vers

- 1.

Donc la suite u n'est pas majorée. Comme elle est crois-

sante, elle diverge vers + cc.

Variables :
A, U:réels; N:entier;
Début :
Entrer(A) ;
N<O0;
U<0;
TantQue U < A Faire
N<N+1;
U—UV+3U+1;
FinTantQue ;
Afficher(N) ;
Fin.

= 0.
=0,

b.i.N=4; ii.N=5.
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[} Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln, 0 <w, < 1.

) Initialisation : w, = 0,6, donc w, €[0;1].
D Hérédité : démontrons que si 0 < w, <
alors0O<w,;;<1.

La fonction f:x > 0,7x + 0,1 est croissante sur R. En
utilisantI'hypothésederécurrence, £(0) < f(w,) <f(1).
Comme f(0)=01 et f(1)=08 on a bien
osw,41s<1.

b Conclusion : pour tout entier naturel n, w, 1 ; < w,,.
F1 Démontrons par récurrence que pour tout entier
naturel n, w, 11 < w,.

D Initialisation : w; = 0,56, donc w; < wyg.

b Hérédité: démontrons que si 0 < w,;;<w, est
vraie, alors 0 < w, ;> < W, 4 1.

La fonction f est croissante sur R. En utilisant I'hypo-
thése de récurrence, (W, +1) < f(W,).

Doncon abien w4, < Wj 4.

D Conclusion : pour tout entier naturel n, w,, . ; < w,,.
La suite w est décroissante.

E1 La suite w est décroissante et minorée par 0. Donc elle
converge vers une solution de I'équation f(x) = x, qui

1 est vraie,

]
estici 3

Limite d'une suite géométrique

. - 2y .
m a.La suite de terme général <?> est une suite

s . 2
géométrique de raison 3 Donc elle converge vers 0.

Donc lim u, =—1 (opération sur les limites).

n—+oo
6 n
b. vn=7”<<7> —1). La suite de terme général

6\ . L .
(7) est une suite geometrique de raison 7, donc

elle converge vers 0; la suite de terme général 7" est
géométrique de raison 7, donc elle diverge vers + o,
donc lim v, =—oc (opération sur les limites).

n—+oo

E a. Pour tout entier naturel n,
n+3 5 n
u =g =5%(3).

8n
5 (5 _
3 ‘<1'D°ncn|le<8> =0.
On en déduit que lim u, =0.
n—+oo

b. On factorise par les termes dominants au numérateur
et au dénominateur. Pour tout entier naturel n :

Vn_4n ((3>n 1) 4)”><<i)n_1,
<(+(3]) 7 (3]
ona: fim (5] =i i (3] =0
i (2] -0

3
n—+oo
Par produit et quotient, on obtient :

lim v, =—c.
n—+oo
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n
@ a. lim % = 0 et la suite de terme général (%)

n—+oo
: . o . 1
est une suite géométrique de raison —-, donc elle
converge vers 0. Donc lim u, = 0 (opération sur les
e n—+oo
limites).

3Y - , . o
b.v, = (T) est le terme général d'une suite géomé-

trlque de raison =, donc convergeant vers 0.

4 7

lim v, =0.
n—+oo

Donc

Démontrons par récurrence pour tout entier n = 1
que : pour tout entiernonnul k< n, u, = 2 X 3k — 2k,
D Initialisation :

up =2X3"—2" =4 etu, = 2X3%— 22 = 14 vérifides.
D Hérédité : soit un entier n = 2. Démontrons que si
pour tout entier k, 1< k<n, on a u, = 2X3k—2k
alorsu,,; =2x3"+"1—n*1,

En utilisant I'hypothese de récurrence, ona:

Upsq =5(2X3"=2")—6(2x3""1—2""1),
Donc:u,;; = 10X3"—=5X2"—4X3"+3X2",
Donc:u, q =6X3"—2X2"=2Xx3"+1—n*1,

b Conclusion : pour tout entier naturel n > 1
u, =2X3"=2"

u, = 2% 3”(1 - <%>n>

. - 2V . .
La suite de terme général <?> est une suite géomé-

trique de raison 5- qui converge vers 0. La suite de

terme général (3)" est une suite géométrique de raison

qui diverge vers +oo. Donc lim u, =+ co.
n—+oo

Il s'agit de calculer la limite de la suite de terme

n
général s, = %(1 + % +...+ (%) ), C'est-a-dire la

somme des n premiers termes d'une suite géométrique

2
de raison 3 .
Donc _n1_<?_3n_3n<2>"“
onc: $n =3 2 =35 2\ 3 .
'I [
3
Toute suite géométrique de raison % converge vers 0.
. _ 3
Donc Ilim s, = —5 - Le ressort a pour longueur
n—+o
3T em
> .

@ [ La suite de terme général u, = 117 est une suite

géométrique de raison 110 Donc:

1 n+2
w1 o) IR AR
& 10K 1_1_ 10~ 90 10" )
10
n+1 1
Fv,=12+7 ——|,donc:
n k
i=> 10
7 1 . _ 7
v, =12+ % <1 107 ),donc nEvan— 1,2 + 90
- 7 _ 115
SOItnLITooV” 12+ 90 — 90

Suites numériques
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> Prepa Bac

m [} Vrai. Démontrons par récurrence que pour tout

entier naturel n, u, = —
T oon+17
D Initialisation: u, = % = 0 vraie.
b Hérédité: démontrons que si u, = n _7_ 1 alors
_n+1
U1 =5 g
En utilisant I'hypothése de récurrence, on a:
n_ . 1 n(n+2)+1
u — —
" n+1  (n+1)n+2) (h+1)n+2)
_ (n+1y
(n+1)n+2)"
_ n+1
Doncu, 1 = Nt
b Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n,
__n
U=y
1 Faux. Pour tout entier naturel n non nul :
T ~n(n+1) 1 1
Sn =3 (1+2+..+n)= =2 T
La suite de terme général 217 est décroissante et elle
1 . 1 _
converge vers —-, car lim S0 = 0.
n—+o 2N

El Vrai.Pourtoutentiernatureln,0 < 1+ (= 1)"sinn < 2,

donc 0<v,< < 2. La suite v est bornée par

2
n+1
0 et 2, et elle converge vers 0 d'apres le théoreme des
gendarmes.

[l a.Pour tout réel x de lintervalle [0;14],

f'(x)=1,4-01x>0. Donc la fonction f est crois-

sante sur [0;14].

b.Sur[0;14], f(x) =x & x(0,4—0,05x) =0 x =0

ou x = 8.

c.La fonction f est croissante sur [0;14].Si 0 < x <,

alors f(0)<f(x)<f(8),soit f(x)€[0;8].

De méme, si x appartient a lintervalle [8;14], alors

f(x) appartient a l'intervalle [8; 14].

Ha.
y
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On peut conjecturer que la suite u est croissante et
semble converger vers 8.
b. Démontrons par récurrence, que pour tout entier
natureln,0 <u, < u,;q; <8.
D Initialisation: uy = 6 et u; = 6,6,donc 0 < ug < uy < 8.
D Hérédité : démontronsquesi 0 < u, < u, 1 < 8, alors
O0<Up+1SUp4y < 8.
En utilisant I'hypothése de récurrence, on a
O0<u,<UuU,+1 <8 et comme [ est croissante sur
[0;8], 0na:

f(O) <f(l"n) <f(un+1) <f(8) ’
donc0<up;+q<U,4+,<8.
b Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n,

O<u,<up4+;<8.

La suite u est donc croissante et majorée par 8.
c. La suite u est croissante et majorée par 8. Donc elle
converge vers une solution de léquation f(x)= x,
c'est-a-dire 0 ou 8. Or, pour tout entier naturel n, u, = uy,
soit u, = 6.
Donc la suite u converge vers 8.
ElOna f(8)=8.
D Siup € ]0; 8], la suite u est croissante et converge vers
8 comme vu ci-dessus.
D Si uy € ]8;14], la suite u est décroissante a partir du
deuxieme terme et converge vers 8.
b Si uy = 8, la suite u est stationnaire a 8.
b Si uy = 0, la suite u est stationnaire a 0.

E [T a. Pour tout entier naturel n,
1 1 1

Vn+1=un+1_1=?Un 5 5 X V.
Donc la suite v est géométrique de raison 1? et de

termeinitial vo = ug— 1 = 12.

n
b. Pour tout entier naturel n, v, = 12 X (1?) .Donc:

-I n
u,,=1+v,,=1+12><<?>.

lim u,=1.
n—+oo

Comme0<1?<1,

1 a. Pour tout entier naturel n,
Spr1=Sa=(Up+ ... tup+ Uy —(n+1)=1)
1 n+1
(Ut ...tu,—n—1)=uU,s;—1= 12><<?> .
Donc S, ;1 — S, > 0. La suite S est croissante.

1
b.Daprés la question Fla. S5 —S5,=12 X(%) )

1\ 1y
52_51 = TZX(?>,...,S,,—S,,_1 = 12><<?> .

En sommant ces égalités, on obtient :

s,-so=12x( 1+ (4 + o+ (5))

Comme Sy =uy—1=12,0na:
1

sn=50+3—3><(?)n= 15—3><(1?)".

Suites numériques 17
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c.CommeO<1—<1,ona: lim S, = 15.
5 n—+oo

El a. Lalgorithme donné est erroné. De proche en
proche, on calcule la somme des termes u,, puis le
terme S, jusqu’a ce que la distance entre S, et 15 soit
inférieurea 1073,
'
Variables :
N : entier ;
U,Somme, S:réels;
Début :
N<O0;
U-13;
Somme — U;
S~ Somme-N-1;
TantQue |S — 15|>1073 Faire
N<N+1;
U—~U/5+4/5;
Somme — Somme + U;
S~ Somme-N-1;
FinTantQue ;
Afficher (N);
Fin.

b. Il s'agit de rajouter l'instruction : « Entrer (e) ; » et de
modifier la condition dans la boucle TantQue : « TantQue
|S—15|> e Faire ».

ci.N=4; ii. N =8.

Exercices d'entrainement

93 [l Pour tout entier naturel n, u, 1 — u, = u,? > 0.
La suite u est croissante.
Fla.Pourtout x € R, h'(x) = 2x + 1.Dou le tableau de

variations : 1
X |—0 —1 ——= 0 +o
2
+ +oo
h(x) \_1_/6/
4

On en déduit que, pour tout x appartenant a |—1; 0], le
nombre h(x) appartient aussia |—1; 0.

b. Démontrons par récurrence que pour tout entier
naturel n, —1<u, <0.

) Initialisation: uy = aetac|—1;0].
D Hérédité: démontrons que si —1
—1<u,+4<0.

En utilisant I'hypothése de récurrence,ona u, € |—1; 0]
et en utilisant la question Ela. on a: h(u,) € ]-1;0],
donc —1<u,,,<0.

b Conclusion : pour tout entier naturel n, —1<u, <0.
El La suite u est croissante et majorée par 0, donc elle
converge vers une solution de I'équation h(x) = x, soit
x* = 0, c'est-a-dire 0.

1 a. Voir ci-aprés l'algorithme complété.

b. Modifier les lignes :

Variables :

N:entier;a, e, uréels;

Entrer(e) ;

TantQue

<u,<0, alors

ul>e.

18 Livre du professeur - CHAPITRE 1

Variables :
N:entier;a,uréels;
Début :
Entrer (a) ;
N<O;u<a;
TantQue |u|> 0,01 Faire

N—N+1;
Uu—u’+u;
FinTantQue
Afficher (N);
Fin. J
c.i.N=199987. ii.N =990985.

94 10w, =010+ 1we+1=11X19+1 =210,
donc wyg = 21.

F1 1l semble que la suite w soit une suite arithmétique de
raison 2 et de premier terme 1.

Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel
nw,=1+2n.

b Initialisation: 1 +2X0 =1 = w,.

D Hérédité: démontrons que si w, =1+ 2n, alors
Woer=1+2(n+1).

En utilisant 'hypothese de récurrence, on a:

(n+ 1w,y =(n+2)1+2n)+1=2n*+5n+3
et(n+1)w,,;=(n+1)2n+3),soitw, ., =2n+3.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, w, = 1 + 2n.
Wao1 = 4 025.

Partie A

Comme lim u, =+oo, pour tout réel A, il existe un
n—+oo

rang N tel que pour tout entier n > N, u, € |A; + o|.
Comme pour tout entier n, u, < v, pour tout réel A,
il existe un rang N tel que pour tout entier n = N,
v, € ]A;+ o[, donc lim v, =+o0.

n— oo

Partie B
__5 __14 14
Bu = g iU 57

BERACE
F1 a. Démontrons par récurrence que pour tout entier
naturel n = 4, u, = 0.

b Initialisation: u, = %U_a, +3-2= % = 0.

D Hérédité: démontrons que pour n=4, si u, =0,
alors u,+1 = 0.

Comme n =4, n—2>0 et en utilisant 'hypothése de
récurrence,ona u, 4+ = 0.

b Conclusion : pour tout entier naturel n = 4, u, = 0.

b.Commen=>5,u,>0,doncu,, ;1 =2n—2>n—3.
c. lim n—3 =+4o00. Donc, daprés le théoreme de

n—+oo
comparaison, lim u, =+ .
n—+oo
— 21 .
Ha.v, 1 =—2u,,,+3(n+ 1)—T,50|t:
Vot =—2<1?u,,+n—2>+3(n+1)—2T1.
2 7
Vi1 =—?un+n—7.
Donc, pour tout entier natureln, v, . = 3 Vn

Suites numériques
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La suite v est une suite géométrique de raison 1? etde
premier terme v, = —ZTS.

b. On en déduit que pour tout n € N,

_ 251y
Ww=""213

-1, .3 _21 :
etcomme u, ==V, + Sn—= ,donc:
:gi(Ly+;ﬂ_gL
Un="47\3 2 4
25 (1Y . , .
c. Comme 2 \37) est le terme général d'une suite
géométrique de raison 3 elle converge vers 0.
Donc lim u, = lim %n—%=+oo.
n—+oo n—-+oo

3 Pour tout entiern >4, u, > 0 et u, > n — 3.Donc:
Sh=utut+...tu,Zugt+ ... +us+n—3.

Donc lim S, =+ en utilisant le théoreme de compa-

n—+oo
raison.
@ Ha. T
5 1)}
] @
] AT
4//
1-/
/6 i T T T T 5 T

b. 1l semble que la suite u soit décroissante et converge
vers 1.
F1 a. Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln, u, = 1.
b Initialisation: uy = 5,donc uy > 1.
b Hérédité : démontrons que siu, = 1,alors u, ;= 1.
La fonction f est dérivable sur |—2; + oo| et

, 9
f (X) (X + 2)2
tion croissante sur |—2;+ oo[. En utilisant I'nypothése
de récurrence, on a u, = 1 et comme f est croissante
sur]=2;+ o[ ona f(u,)=1(1).
Comme f(1)=1,0nau, ;> 1.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, > 1.
b. Pour tout entier naturel n:
(Un -1 )2

u,+2
d'apres la question précédente.
Donc la suite u est décroissante.
c. La suite u est décroissante et minorée par 1. Donc la
suite u converge vers un réel (, solution de I'équation
f(x) = x, cest-a-dire 0 = 1.
El a. Pour tout entier naturel n :

1 O

Up+1— 1 u, — 1
_ ut2 1
C 3, — 1) u,—1 3

> 0.Donc lafonction f estune fonc-

Up+1 = Uy == <0

Vn+1 = Vn =

Livre du professeur - CHAPITRE 1

Donc la suite v est arithmétique de raison 1? et de
1 _ 1

-1 4

terme initial vy =
Uo

b. Pour tout entier naturel n, v,, = 17 + %

— e 12
Doncu,,—1+vn _1+3+4n'

. 12 _ . _
c.OnanIlToo3+4n —0.Doncnllrrooun— 1.
PartieA

a. La suite u est croissante, donc pour tout entier n = ny,
onau, = Uy,.

b.D’apres la définition, lintervalle ouvert |0—1;u, [
contient {, donc il existe un rang N tel que pour tout
entiern = N,onau, € [0—1;u,|.

c.D'aprés b., sin = sup(N,ng), u, <u, ce quicontredit
la question a.. Donc la suite u est majorée par (.

Partie B
[l a. La fonction f définie est dérivable sur [0;20] et

f(x)= 1?(10 — x), d'oui le tableau de variations :

x |0 10 20

0/10\0

b. D’aprés le tableau ci-dessus pour tout x €[0;20],
f(x)e[0;10].

F1.Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln, 0 < u, < u,4+, < 10.

f(x)

D Initialisation: u; = 1 et u; = 1,9, donc:
0<ugs<u <10
D Hérédité: démontrons que si O0<u,<u,;+; <10,
alors0< u,4+1<U,+,<10.
La fonction f est croissante sur [0;10]. En utilisant I'hy-
pothése de récurrence,ona:
/(0) <f(un) <f(Un+1)<f(10)

et comme f(0)=0 et £(10) = 10, on en déduit que
0SS Up+1SUp4p<10.
b Conclusion : pour tout entier naturel n,

O<u,<up,;+q1<10.
El La suite u est croissante et majorée par 10. Donc
elle est convergente vers une solution de l'équation
f(x) = x.Donc elle converge vers 10.
1 D’apres cette modélisation, le nombre de foyers fran-
cais possédant un téléviseur a écran plat ne dépassera
pas 10 millions.

m Partie A

ENP,:Faux;P,:faux ;P,:vrai;P,: vrai.

1 La propriété P_est la négation de la proposition P..
Partie B

[N Soit un entier p > 1.
a.4(p+1)+1—-4(4p+1)=1-12p.
b.Sip=1,alors1—12p <0.

Donc 4(4p+1)>4(p+1)+1.

Suites numériques 19
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F1 Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln>1,4">4n+ 1.

) Initialisation : 42 >4 X2 + 1 est vraie.

D Hérédité: démontrons que si 4" >4n+ 1, alors
471> 4n+1)+1;

4"*1 = 4X 4", donc en utilisant 'hypothése de récur-

rence, 4" >4X(4n+1)=>4(n+1)+1 daprés la

question [ b..

b Conclusion : pour tout entier naturel, n > 1,
4">4n + 1.

Pourn=0:4"=1et4x0+1=1.

‘Pourn=1:4"=4et4X1+1=5,

BBl E1La fonction f est dérivable sur [0;1] et

f(x)= Lz > 0, d'ou le tableau des variations de f
(x + 4)

X 0 1
£ &) '
1
0
2

EX Démontrons par récurrence que pour tout entier
naturel n, u, € 1.

D Initialisation : u, = 0, donc uy € 1.

b Hérédité : démontrons que si u, € I, alors u,+; € 1.
En utilisant I'hypothése de récurrence, u, €1 et le
tableau de variations ci-dessus, f(u,)€1. Donc
Up,+q €1

b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, € I.

Ba. y

14

1 X

b. Il semble que la suite u soit croissante et convergente
vers 2.

c. Pour tout entier naturel n,on a:

(V= up)(u, +2)

N u, t4 )

Comme u,€/,ona 1—u,=0 et u,+2=0. Donc,
pour tout entier n, u,+1 — u, = 0. La suite u est crois-
sante.

d. La suite u est croissante et majorée par 1, donc elle
converge vers une solution de Iéquation f(x) = x.

Upyq — Uy

20  Livre du professeur - CHAPITRE 1

3x+2
xt+4
Les solutions sont 1 et — 2.
La suite u étant positive, elle converge vers 1.
1 a. Pour tout entier naturel n:

=xo(1—x)(x+2)=0.

3u,,+2_1
y _ Uptq1— 1 _ u, +4 _ 2u, — 2
T U, 2 3u,,+2+2 S5u,+ 10"
u, +4
Doncv, ;1 = 5 Vn
2

La suite v est une suite géométrique de raison 5 -
__1 __1(2Y

b. v, = 2 .Doncv, = 2<5>.

2v, + 1

c. Pour tout entier naturel n, u, = P
n

2 n
1-(5)
a2y
1+ 5(%)
d. La suite v est géométrique de raison %, donc elle

converge vers 0. La suite u converge donc vers 1 (opéra-
tions sur les limites).

m Partie 1

[ On peut compléter un tableau de suivi des variables :

Donc: up =

Etapes n u S i
Initialisation|3 1 1 0
Boucle « Tant Que »
0< 3 2X14+1-0=3] 14+3=4 [0+1=1
1<3 2X3+1-1=64+6=101+1=2
2<3 2X6+1—-—2=1110+11=212+1=3
Fin de la boucle « Tant Que »
Affichage:u = 11etS = 21.

F1 ' valeurden 0/1/ 2|3 |45
Affichagedeu |1 |3| 6 | 11|20 | 37
AffichagedeS | 1|4 |10 |21 | 41|78

Partie 2

X Elles représentent les valeurs successives de u,, et S,,.

F1 a. Recopier et compléter le tableau suivant :
n o123 4 5
u, 1,3/ 6/11 20|37

u,—-n |12 4| 8 16 32

On peut conjecturer que u, —n = 2",

b. Démontrons par récurrence que, pour tout entier

natureln, u, = 2" +n.

) Initialisation : uy = 2°+ 0 = 1 vraie.

D Hérédité: démontrons que, si u, =2"+n, alors

Upr1=2"""+n+1.

Uy+1=2U,+1—n. Donc, en utilisant I'hypothése
de récurrence, u,,;=202"+n)+1-n ;
Upr1=2"""+2n+1—n,soitu,,;=2"""+n+1.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = 2" + n.
BHs,=2°+0)+(Q2"+1)+...+(2"+n)
S,=(1+2"+ .. +2M)+(1+2+...+n).

donc

Suites numériques
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Donc:

_1=2""" n(n+1) Ly n(n+1)
Sp= Ay =2 1+ H
Vérification: S = 26— 1 + 5>2<6 = 78.

PartieA 1
Soit un réel g. Si ge]0;1, alors g1 et

n
lim <L> =+o00. Donc, comme "= 1,,,
1
()

n—+oo
lim g" = 0 en utilisant les opérations sur les limites.

n—+oo
Partie B
[l a. Pour n = 5 on obtient u = 5000 X 0,8° = 1638,4.
b. Modification :
Pour i allant de 1 a n faire u — 0,8u + 1500 ; FinPour

c. La suite u semble croissante et converger vers 7 500.
F1 a. Pour tout entier naturel n,
Vp+1 = Uy+q — 7500 = 0,8u, + 1500 — 7 500
= 0,8(u, — 7500) = 0,8v,,.
La suite v est une suite géométrique de raison 0,8 et de
premier terme v, = —2500.
b. Pour tout entier naturel n, v, = —2500 X 0,8".
Donc u, = v, + 7500 = 7500 — 2500 X 0,8".
Eleu,,1—u,=2500X0,8"%X02>0.
Donc la suite u est croissante.
« lim 0,8” =0 (suite géométrique de raison qui en

n—+oo
valeur absolue est strictement inférieure a 1).
Donc lim u, = 7500.

n—+oo
E1a. On calcule u_ de proche en proche, jusqu’a ce que
la distance a 7 500 soit inférieure a 0,1.
b. Algorithme modifié.
]
Variables :
N:entier;u;eréels;
Début :
N<—O0;u~5000;
Entrer(e) ;
TantQue 7 500 — u = e Faire
N—N+1;
u<08u+1500;
FinTantQue
Afficher (N) ;
Fin.

c.i.N=36; ii. N = 46.

<

Ha.b.
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c. La suite u semble croissante et converger vers 4.

F1Si la suite u converge, les limites possibles sont les
solutions de l'équation 2x — %xz =xox(x—4)=0.
Les limites possibles sont 0 et 4.

El La fonction f est croissante sur [0; 4].

Démontrons par récurrence que, pour tout entier
natureln, 0 < u, < 4.

) Initialisation : u, = 1, donc u, €[0; 4].

D Hérédité : démontrons que si 0 < u, < 4, alors

0< Uyiq <4

D’apres I'hypotheése de récurrence, 0 < u, < 4 et le fait
que f estcroissantesur[0; 4],ona f(0) < f(u,) <f(4),
soit0 < u,4q < 4.

b Conclusion : pour tout entier naturel n, 0 < u, < 4.
Pour tout entier naturel n,

1Tu,,>>0 d'apres la question

Up+1 = Up = Un<‘I o
précédente. La suite u est donc croissante.
1 La suite u est croissante et majorée par 4, donc elle

converge vers 4 d'aprés la question F1.

Partie A

[ La suite u est non majorée si pour tout réel M, il existe

un entier naturel n tel que u, = M.

F1 Soit un réel M.

a. On suppose quiil existe un entier n, tel que u, =M.

Comme la suite u est croissante, pour tout entier n = n,

u, =M.

b. On en conclut que la suite u diverge vers l'infini.

E1Si la suite u est croissante et non majorée, alors
lim u, =+oo.

n—+oo

Partie B

[} Démontrons par récurrence que pour tout entier

natureln, u, > 1.

b Initialisation: uy = 1> 1.

D Hérédité : démontrons quesiu, = 1,alorsu, ;> 1.

. 1
Si un>1,alorsu—>O.Doncun+1 Zu,=>1.
n

b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, = 1.

. 1
E1 Pour tout entier naturel n, u, +; — u, = —— > 0.

La suite u est croissante. n

El a. Si la suite u est majorée, comme elle est croissante,
elle converge.

b.La limite ( de la suite u est solution de I'équation

1 .y - , .
x=x+ ¢ Parunicité de la limite d’'une suite.

1 Comme I'équation précédente n'a pas de solution, la
suite u ne converge pas. Donc la suite u n'est pas majorée

etalors lim u, =+o.
n—+oo

5) Problemes

M [l Pour tout entier naturel n :
_ _ _1 L2, - )
Vh+1 = Upt+o —Upyq1 = 3 Up+1 3 Uy = Up+t1 s

. 2 2
SOit V,, 4 4 Z—?(unﬂ —u,) = ~3 Va-
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La suite v est une suite géométrique de raison —% et
de premier terme vy = 1.
E1 Pour tout entier naturel n :

2 1 2 2
Wht1 = Un+2+?un+1 = 3 Un+a +?un+?un+1'
Wp+1 = W,.La suite w est constante.

EX wy, = 1. Donc pour tout entier naturel n, w, = 1.

I3 Pour tout entier naturel n, u, = %(w,, —Vp).

n
Comme v, = <—%> etw,=1,0na:

_ 3 2Y
un—?1— -3 )
n
Or, lim <—l> = 0.Donc lim u,.,=i

n—+oo 3 n—+oo 5

. . X
05| ER vrai. La fonction f : x — Thx
sur[0;+ o[ et £(0)=0et lim f(x)=1.Donc pour
toutentiern, 0<v,<1. * '~
F1Vrai. Car dans ce cas, 1 + u,, converge vers un réel non
nul.

El Vrai. Pour tout entier n, u, < uy, 4 ;.
Comme f est croissante, alors f(u,) < f(up+1), Cest-a-
dire v, < vpy;.

est croissante

Vn
1—v,’
Si la suite v converge vers 1, alors la suite u diverge.

1 Faux. Pour tout entier naturel n, u, =

@ [ Si pour tout entier naturel n, u, <M, la suite u
est majorée par M.

E1Si P, et P, sont vraies, alors la suite u converge.

EXSi P, et P, sont vraies, la suite u diverge vers +co.

3 Vrai.

[} a. On propose :
'

Variables :

N, i:entiers; U :réel;
Début;

Entrer(N) ;

U<1;

Pour i allant de 2 a N faire
1

U—~UX <1 — l—2>,
FinPour ;
Afficher(U) ;

Fin.

»

. L 1
b. La suite u semble décroissante et converger vers -5
F1 a. Pour tout entier,on a:

Up+1 = un<1 - 172)’
(n+1)
n(n+2)
(n+1)
b. Démontrons par récurrence que, pour tout entier
naturel n =2 :

donc: Ups1 =

uy,.

n+1

Un = 2n

22 Livre du professeur - CHAPITRE 1

e 1 1 3
b Initialisation: u, = 1 — A==

2+1
2X2
n

vraie.

D Hérédité: démontrons que si u, = %, alors
(n+1)+1
2(n+1) -
En utilisant I'hypothése de récurrence :
n(n+2) n(n+2)  n+1
(n+1) (n+1Y 2n
(n+2)
2(n+1)°
b Conclusion : pour tout entier naturel n > 2,
n+1
Up = "5
+ On a pour tout entier n = 2,
—1
“ 2n(n+1) <0,
donc la suite u est décroissante.
1

lim = = =
n—>+002n 2

Up+q =

Upt1 =

Up, Soit u,+1 =

Donc: Upt1 =

Up+q — Uy

o lim u, =
n—+oo

@ EiSim>83,alors u,, > 5.
1 Pour tout entier naturel n non nul,

1 . .
Up+1 = Un = iy = 0. Donc la suite u est croissante.

El Pour tout entier naturel n non nul et tout entier

naturel i inférieur & 2"on a 2"+ i<2"+2"=2"*1,
1 1

2 S g

[1a.La somme S, comporte 2" termes, chacun étant

donc

- s s .
supérieur a onET d’apreés la question E1.

n
Donc S, =

b.Pourn=1,

2 e s 1 1
PUK Clest-a-dire 5, > 5.

So+ S+ S =1+ )+ (5 +5)+

1 1
Hor b =)
<2n+1 ' 2n+2n>
Donc So+5-| + ... +5n: Upn 4 on = Upn+1,
c.Ona:SO+S1+...+S,,>(n+1)><17.Donc:

+1 . , L
————. Doncla suite u n'est pas majorée.

n
U2n+1 > 2

E Comme lim

=+oo,0naalors lim u, =+oo.
n—+oo 2

n—+oo

@ a. Démontrons par récurrence que pour tout entier

k" _ kK
n?k,F<W.

Kk KK
D Initialisation : pour n = k, 'l < Ve vraie.
K" k

D Hérédité: démontrons que si — < R alors

kn+1 kk n :
S
(n+1) =K

KNt k" k . R

Ona m =l Xﬁ, en utilisant I'hnypothese

Kkt Kk k Kk
4 L S A <D
de recurrence, ( 1)' STh 1 ST car

k
n+1

< 1.

Suites numériques
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k" Kk
STk

x" k"
b. Pour tout entier n > k : = < K ) ><— d'apres la

X" X Kk
,T!<<7> X

b Conclusion : pour tout entier naturel n > k,

question précédente,

n
. L X -
c. La suite de terme général < K > est géométrique de
. X ool X
raison - inférieure a 1 en valeur absolue.

. x\
Donc |im (7) =0.

n—+oo

k
On en déduit que lim <7) k =0.

n—+oo k'

n
X s (s
Donc lim P = 0 d’apreslethéoréme desgendarmes.

n—+oo
1 2 24
nU1 = 1,U2:7,U3:?,USZE,
L — 567
10 1562500 °

La suite u semble décroissante et convergente vers 0.
Fl a. Pour tout entiern > 1 :

uy oot (n+t1T o (n+)
Upt1  n" (n+1) — n" n!
1 n
27(n+n1) =<1 +1—) .
n n
Comme (1 +x)">1+nx,ona:
Un =1 +n>< ! , C'est-a-dire = 2.
Up+1 n+1

b. La suite u est strictement positive.
Pour tout entier naturel n, u, = 2up 11 2 Uy 4 4.
Donc la suite u est décroissante.

u u u u
Ela.En remarquant que — = = —-X-2X  X—1"
Uo U U Up—1
. Up+1 1
et que, pour tout entier naturel n, 0 < U < 5 /ona
n

tout entier naturel n, 0 <u, < a1

b. lim — = =0, donc daprés le théoreme des
n—+oo
gendarmes, lim u, =0.
n—+oo
d,+1 =09a,+0,1b, + 0,01c,
Ela.Ona{b,+; =09b,+011a,+ 0,01c,
¢h+1 = 098¢,
b. A l'aide du tableur, on obtient :
6000
5000+ /
4000+
£ ea(n) eb(n) -cn)
3000 %
20004 %
1000 Corrr
I 9000, 0000. 00000a0a0as.
0 100 200 300

Livre du professeur - CHAPITRE 1

On conjecture que la suite a est croissante a partir d'un
certain rang et converge vers 5500, que la suite b est
croissante et converge vers 5500 et que la suite ¢ est
décroissante et converge vers 0.

c. Pour tout entier naturel n:

dp+1 = dns1— by =(09a, +0,1b, +0,01¢,)
—(09b, + 0,1a, + 0,01¢,).
Doncd,+; = 08(a, — b,) = 0,8d,.Lasuite destgéomé-

trique de raison 0,8 et de premier terme 3 000.
[ a. Les suites c et d sont géométriques. Donc pour tout
entier naturel n:
¢, = 4000x%(0,98)" et d,=3000x(08)".
b. On a pour tout entier naturel n:
a,+b,+c,=11000 et a,=b,+d,.

Donc b, = 5500 — 17(dn + ¢,), soit :

b, = 5500 — 2000 X 0,98" —1500 X 0,8"
17(c,, —d,), soit:
a, = 5500 —2000X0,98" + 1500 X 0,8".

eta, =5500 —

c.Comme |lim ¢, =0 et lim d, =0, on en déduit
n—+oo n—+oo
que lim a,=5500et lim b, = 5500.
n—+oo n—+oo

Cela signifie gu’au bout d'un temps assez long, les popu-
lations des zones A et B se stabilisent chacune autour de
5 500 habitants.

[ On a naturellement pour tout entier naturel n
non nul :

1
Ta,,.

F1En prenant a = 1, la suite u semble converge vers 0,5.
On peut conjecturer que le triangle sera entiérement
recouvert.

El Pour tout entier naturel n, u,,

My +4 =3mn et a,4q1 =

— u, est l'aire de
la surface recouverte en plus aprés n+ 1 étapes du
processus.

_ _3
Up+1 = Uy = My XApiq = Tmnxan'
D'aprés El, les suites m et a sont géométriques de

raisons respectives 3 et 17, donc m,=3""" et
2 n—1
_a (1
an—?<7> .

n
Donc: 3

2
B a
Up+1 —Un—FXT.

1 En « additionnant » les égalités :

_ a1 3, ad
UZ_U-|+4X4><2

(35
I e
w%z( () (3
-G
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n—1
ElLa suite de terme général <T) est une suite

géométrique de raison e inférieure a 1 en valeur

absolue, donc elle converge vers 0.
2

Onendéduit lim u, = GT. Donc le triangle sera entie-

n—+oo

rement recouvert.

[l a. Pour tout entier naturel n,

18T, +2X16
7;7+1_ 20 '
donc: n+1 09T+16

b. On calcule leterme T,
rieure a 40.

, jusqu’a obtenir une valeur infé-

Variables :
N : entier; T:réel;
Début :
N<—0;
T—80;
TantQue T > 40 Faire
N<N+1;
T—<09%xT+1,6;
FinTantQue ;
Afficher(N) ;
Fin.
On obtient N = 10.
F1 Pour tout entier naturel n,on a:
Uys1=T,+7—16=09T,+ 1,6 — 16,
donc: Uy =09(T, — 16) =0,9U,.

La suite U est une suite géométrique de raison 0,9 et de
premier terme 64.

El Pour tout entier naturel n, U, = 64 X(0,9)".
Donc T, = 16 + 64 X(09)"

3 In8
T, <40 = (09)'<g < n>

In0,9 °
(3)
In 8
—— = 9,3 et n estun entier
In(0,9) ~ '

La température de 40 °C est atteinte au bout de 10s.

Or,

ENSi la suite u converge vers 1, tout intervalle
ouvert contenant 1 contient tous les termes a partird'un

rang p.
On choisit l'intervalle ]17,%[ qui contient 1. Donc a

partirdurang p, u, € ]L ; i[

272
Ainsi, a partir du rang p, la suite u est positive.
FI Méme raisonnement avec l'intervalle ] g ; 370' .

Ef u, = 02357, us = 0,235711.
[ La suite u est croissante et majorée par 1, donc elle est
convergente.
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Prendre des initiatives

En utilisant un tableur, on n un
remarque que la suite u n'est pas 2 =
monotone, mais quelle semble i _4;;
converger vers 1. 2] 151600667
De plus, dés que n=>6, alors 5] -2,79166667
Osup,s<2. 6| 0,44166667
Pour tout entier naturel n, on note 7| 1,07361111
P(n) la propriété: pour n>6, 8| 1,15337302
alors 0 < u, < 2. 3| 1,14417163
D Initialisation : 1) 427
pourn =6,0na ug = 04. e

. 12| 1,10115573
Donc P(6) est vraie. a Lo9ieass
D Hérédité : on suppose que pour un entier n > 6, P(n)

est vraie, c'est-a-dire que: 0 < u, < 2. Démontrons que
0 < u,4+1 < 2 estvraie.
En utilisant I'hnypothése de récurrence,

u 2
O<T”+1 <7+1 <2,
soit 0 < u, 41 < 2, cest-a-dire que la propriété P(n + 1)
est vraie.

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n > 6,
alors P(n) est vraie.

u
Pour tout entier naturel n = 6, u, . — 1=T.
Donc, d'apres ce qui précede, 0 S u, 1 — 1 < %
Comme lim A=O,ona lim u,—1=0.
n—+oo n—+oc
Donc lim u,=1.
n—+oo

17 [ 1+34+...+@2n+1) '

" (2n+3)+(2n+5)+...+(4n+3)

n+1)2n+2

-1+3+...+(2n—1)=( )g )

=(n+1)(n+1).
«Soit A=(2n+3)+(2n+5)+ ... +(4n+3)
(n+1)(6n+6)

=(n+1)(3n+3).

(n+1)(n+1) _
(n+1)3n+3)

La suite u est constante egale a

Doncu, =

w‘—- w‘—‘

Pour tout entier n =
nu, +4
n+1

doncw,; =w, +4.

La suite w est arithmétique de raison 4 et de premier
terme wy = 1.

Donc pour tout entiern 2> 1,

1,0n pose w, = nu,.

Comme u,,q = ,ona(n+1)u,, ;= nu,+4,

w,=1+4(n—1)=4n-3.
4n—-3
On en déduit que, pour tout entiern = 1, u, = N
Ona lim u,= Ilim 47n_4
n—+oo n—+oo

Suites numériques



©Hachette Livre 2012 - Déclic T S

D) Pistes pour ’accompagnement
personnalisé

Revoir les outils de base

19

7>0.

a. Pour tout entier naturel n, u,+; —u, =
Donc la suite u est croissante.

b. Pour tout entier naturel n, u,y; —u,=2n+42=>0.
Donc la suite u est croissante. nin

c. Pourtoutentier natureln, u, 1 — u, = —<17> <0.
Donc la suite u est décroissante.

d.uy =4, u; = 3 et donc la suite u n‘est pas crois-
sante.

a.Faux. us = 5 etug = 9.
b. Vrai. c. Faux. d. Vrai.
Les savoir-faire du chapitre

Démontrons par récurrence, que pour tout entier

_ 7
naturel n, u, = 11
P T _ 7 .
D Initialisation : uy = <7 Vrai.
D Hérédité : démontrons que si u, = %, alors :
-7
Un+1 11
Onau,+; = 100u, — 63, donc:
7 700 — 693 7
Upsy = 100X - — 63 = > = .

v
11

b Conclusion : pour tout entier naturel n, u, =
La suite u est stationnaire.

122 y

tion x — 4x + 5 (fonction affine de coefficient direc-
teur positif). En utilisant I'hypothése de récurrence, on a

1< u,<5etcomme f estcroissante sur]—%;+ oo[,
on a f(1)<f(u,)<f(5), soit 3<u,;;<5. Donc

1< U, <5.
b Conclusion : pour tout entier naturel n, 1 < u, < 5.
La suite u est bornée.

. . 1
a.Ona lim vn =+ocet lim ——==0.
n—+oo n—+oo \/E
Donc lim u, =+oo.
n—+oo

n
b.On a lim <%> = 0 (suite géométrique de raison
n—+oo

inférieure a 1 en valeur absolue) et lim 731 =0.
n—+oo n

Donc lim v, =0.

n—+oo

—n?

c.Ona lim w,= lim ——=—1.

n—+oo n-+o0c N

6 n

d.t,=6"—9"=9" ((3) — 1>. Donc en utilisant le

théoréme sur la convergence des suites géométriques,

n
ona lim 9" =+o0 et lim <£) =0.

n—+oo n—+oo 9

Donc lim t, =+ co.
n—+oo

[l La suite u semble croissante et converger vers 2.
F1 Pour tout entier naturel n :

_ 2 _ 1 2
Vos1 = (Up1) —4= T((%) +12)-4

_ 1 2 _ 1

= T(Un) -1 = Tvn.

. . e . 1

Donc la suite v est géométrique de raison o et de
premier terme — 4.
ElLa suite v converge vers 0 (sa raison est en
valeur absolue inférieure strictement a 1). Comme
u, =+ v, t 4, la suite u converge vers 2 (composée de
suites).

25| Elvrai.  ElFaux. El Faux. [ Vrai.
i EfFaux.  ElVrai. El vrai. 1 Faux.
/ i Partie A
14 f . . AB _ AC x _ 1 .
i [ On doit avoir : AC ~ BC ,donc 1= x—qsoit:
0 | | x*—x—1=0.
1Uo . . . +
F1 Cette équation admet deux solutions % et
Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel 1—+5
n,1<u,<5. 2
o _ , _1+v5
D Initialisation: uy = 1,donc 1 <uy < 5. Donc le nombre d'or est ¢ = s
L e <
:I-<Iebrled|t<i.5 démontrons que si 1<u,<5, alors . 1 3445 (3++/5)1=+5)
XUp+1xO. + - + - + —
La fonction f: x+> v4x+5 est croissante sur % 1475 (1 +/5)1-V5)
]— %;-F oo[,carde méme sens de variation que lafonc- _1+V5 .
=2 =0.
Livre du professeur - CHAPITRE 1 Suites numériques 25
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Partie B
Il Démontrons par récurrence que, pour tout entier
naturel n:
P(n) : « pour tout entier naturel k < n, a, > 1 ».
b Initialisation:a, = 1, a; = 1 ; vrai.
D Hérédité : soit un entier n > 1 ;démontrons quesi P(n)
est vraie, alors P(n + 1) est vraie, C'est-a-dire g, > 1.
On a a,+,=a,+a,—;. En utilisant I'hypothése de
récurrence, d,+,=1+1222>1.
D Conclusion : pour tout entier naturel n, a, > 1.

G

Heuyp=—-=1.

do

an+2 — an+1+an =1+ an

*Up+1 .
" 0n+1

. 1
Donc pour tout entier naturel n, up+¢ =1+ —.
n

an+1 an+1

[E1 Si la suite u converge, alors elle converge vers ( solu-
. \x . 1 .

tion de léquation x=1+--, soit x*—x—1=0.
Comme ( doit étre positive, { = @.

Ha.Onau, =1 +u1— et =1 +1$.On soustrait

n
membre a membre, pour tout entier naturel n:

P B B Tl
Up P Pu,
b. Pour tout entier naturel n:
‘un+1 _(P‘: LM
® Up
Un =@

¢
c. Démontrons par récurrence que pour tout entier

n
u,,—cp|<<1?> M-l

Comme u, > 1, on obtient |u, 1 — ¢ |<

naturel n,

0
DInitiaIisation:(%) -¢|=1-¢|=|u—o|.
D Hérédité : démontrons que si:

n
\un—©\<<1§> 11—

,alors:

n+1
‘Un+1_@‘<<1?> ‘1_(\0|-

U — 9|

Ona | Upr1— @ \ = .En utilisant I'hypothése de

n+1
récurrence, ona |U, 1 — ¢| <1$<1E> 1—el.

n+1
Donc\unﬂ—(pK(%) 1—ol

b Conclusion : pour tout entier naturel n,
_I n

u, — <<7> 1—¢@|.

w=ol<(L)l1-ol

. " 1y .
d.La suite de terme général (— est une suite
¢
géométrique de raison —— strictement inférieure a
¢
1 en valeur absolue, donc elle converge vers 0, dou
lim |u, —¢|=0.

n—-+oo

Donc la suite u converge vers ¢.
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EfEnprenantu, = 4 :

AN

1 X

La suite u semble étre décroissante et converger vers
1,4.

F1 Démontrons par récurrence que pour tout entier
natureln =1, u,=>v2.

2
D Initialisation: u; = 17 ¢ —QI—Z ;
2
—v2
donc y —52%20.D0ncu1 >.2.

D Hérédité : démontrons que si u, > +/2, alors

Uptq 2 V2.

La fonction f est dérivable sur [v/2 ; + oo et

f’(X) — (X — \/E)(X + ‘/E)
2x2

Donc la fonction f est une fonction croissante sur

[\/5 ;+ oo[.

En utilisantI’hypothese de récurrence, ona u, = V2 et f

estcroissante sur [«/5 ;+ oo[.Doncona S (up) >f(\5).

Comme f(v2)=+2,0onau,,,>v2.

) Conclusion : pour tout entier naturel n > 1, u, > v/2.

Aty =un =gt 2u
n n

= 0.

Comme u, = v/2,0na Upt1 — U, <O.

Donc la suite u est décroissante. Or, elle est minorée,

donc elle converge vers une solution de I'équation :
f(x)=xex*=2.

Donc la suite u converge vers v/2.

1 a. Pour tout entier naturel n,

1 2 1 2
un+1—~/—=7<un+u—n>—\/5=2—un(un—\/5).

Comme pour tout entier naturel n = 1, u, = V2

Uns 1 —\/5<ﬁ(un ~V2f < (u,~ V2 ).

b. Démontrons par récurrence que pour tout entier

n

natureln>1,un—ﬁ<<%> (up—+v'2).

D Initialisation :
1
b2 <
! 2v/2
D Hérédité : démontrons que si:

un—«5<<17>2n(u0—«/§),
Up 41 _ﬁ<<12>z"+1 (up—+v2).

(uo—V2Y < (o= V2).

alors :

Suites numériques
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Onau,, 1 —+v2< %(un - \/5)2.
En utilisant I'nypothese de récurrence, on a:
1 1 on 2
Ug+q— ‘/E < 7((7) (uO - \/§)>
1 (up—v2)
<(3) o2yt
1 2n+1
donc u,;—+'2 < <7) (up—+v2).
b Conclusion : pour tout entier naturel n > 1,
2n
u=v2<(F) (- v2).

c. Pour que u,, soit une valeur approchée de v/2 3107°
pres, il suffit que :

<17>2n><(2 -V/2)<10% e 2”In<17><ln<
(527

In<L>

2

car n est un entier.

[ a. On généralise la démarche du I c.

b.i.n=4; ii.n=4.

c. L'algorithme parait converger trés vite, la valeur initiale
de ¢ parait sans influence sur la vitesse de convergence.

7

255

S n> S n=5,

1In
In(2)

& am-r(1)=3.

- Pour tout réel x de l'intervalle [1; + oo, f'(x) = —iz;
donc (1) =—4. x

« T, apour équation y =—4x + 7.

- La droite T; coupe I'axe des abscisses au point de coor-

données (% ; 0).

T\_9 (7)\__64
Ef<4>— 7 ,f<4>— 49 - La tangente T, a pour
_64 .25 ' .
49 X+ 5 et coupe |'axe des abscisses
175
64 -
Ela.De méme la tangente en A,(x,; f(x,)) a pour
4 5 X+ 8~ X,
<Xn) Xn
8x, = (X, f
4
b.On a pour tout entier naturel n>1, X, = g(x,)

équation y =

au point d’abscisse x, =

équation X, =—

Donc x,+1 =

%, ol g est la fonction définie sur R par

_ 8x—x?
g(x) - 4 :
@ Démontrons par récurrence que pour tout entier

naturel n > 1, x, < 4.

et x =

D Initialisation: x; = % < 4.

b Hérédité : démontrons que si x, < 4, alors x, ;¢ < 4.
La fonction g est dérivable sur [0; 4] et

g(x) =%
sante sur [0; 4]. En utilisant I'nypothése de récurrence,
on a x, <4 et comme g est croissante sur [0;4] on a

g(x,) < g(4).

>0, donc g est une fonction crois-

Livre du professeur - CHAPITRE 1

Comme g(4) = 4,0na x, 4 < 4.
b Conclusion : pour tout entier naturel n > 1, x, < 4.
@) On démontre aussi par récurrence que la suite de
terme général x, est croissante.
€ Donc, comme elle est majorée, la suite (x,) converge
vers une solution de I'équation g(x) = x, c'est-a-dire la
solution de l'équation f(x) = 0, c'est-a-dire 4.
B. @ Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x*—3,
de courbe représentative 6.
En toute abscisse g, la tangente a 6 admet pour équa-
tion: y = 2ax — a® — 3 ; elle coupe I'axe des abscisses
2

n ( a z-g 3 ;0), Clest-a-dire en (%(a + %) ; 0).
La méthode de Newton appliquée al'équation f(x) = 0
conduit donc a I'étude de la suite v définie sur N par

_ 1 3 3
Vn+1 = 5 V”+V_n ,avec vy = 3, par exemple.

@ On démontre par récurrence que la suite v est
minorée par V3.
€) Pour tout entier naturel n:
3—(v, )
Vp 1 —vn=+nn)<0.
Donc la suite v est décroissante.
@ Comme la suite v est décroissante et minorée, elle

) . 1 3
converge vers un réel { solution de x = 7<x+ 7),
C'est-a-dire vers { = /3.

& On calcule:
3y =9y =L, = _ 18817
Vo=3;vy=2,v,= 4 V37 5¢ etv, = 10864
Approfondissement
K(a +1 K(a +1
nonaPn:anetan.]:%Xn*_]

en transposant dans
Pov1— P _ P,
By 5)
on obtient :
Xo1+1 = (1+a)x,(1—x,),soitenposantk =1+a:
Xn+1 = kxp (1= X,).
« Pour tout entier natureln, 0 < x, < 1.
Carsi x, > 1, alors x, ., <0.
F1 a. Les seules limites possibles sont les solutions de
I'équation f(x) = x ou la fonction f est définie sur R
par f(x)=kx(1—x);
f(x)=xe x(k—1—kx)=0.
Les seules limites possibles de la suite x sont donc 0 et
k=1
-

b.Si k< 1, alors

la suite (x,) est donc 0.
Pour tout entier naturel n:

kT1 < 0. La seule limite possible de

Xp+1— X, = kxn<k%—xn><0.

Donc la suite (x,) est décroissante. Or, elle est minorée
par 0. Elle est donc convergente.
On en déduit que la suite (x,) converge vers 0.
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c. On suppose que 1< k < 2.
- Le tableau de variations de la fonction f est:

X 0 1

T

En utilisant que 0 < % < 1—, on montre par récurrence

Bx M-

f(x)

. 1 .
que pour tout entier naturel n > 1, 0 < x, < 5 s puisen

- . 1
utilisant le sens de variation de f sur [O ; 7] on montre

par récurrence que la suite (x,) est monotone a partir
durang 1.

- On en déduit que la suite (x,) est convergente.

- Si la suite (x,) est croissante a partir du rang 1, elle
ne peut pas converger vers 0. Donc elle converge vers
k=1

P
+ Sila suite (x,) est décroissante a partir du rang 1, pour
toutentiern=1,o0na:

k—1
Xn+1 = Xn = an<T_

— x, <0, s0it X, >k_T1'

xn><0.

k—1
Donc K

La suite (x,) ne peut pas converger vers 0. Donc elle

k—1
converge vers ——

2 2 n—1
[I0On a Sn=a+?oc+...+<?> a. Cest la

somme des n premiers termes d'une suite géométrique
. 2 .
de raison 3 et de premier terme a.

2 n
1_<3> 2\
Donc: S, =aX 2301[1 —< >]
2 3
=3

. . . o . 2
E lim Sn = 30(, car la suite geometrlque de raison ?
n—+oo

inférieure a 1 en valeur absolue converge vers 0.
Ce procédé limite la profondeur du champ.

Vers le Supérieur

Démontrons par récurrence que, pour tout entier
naturel n, u, >2""*3,
) Initialisation : u, > 23 ; vrai.
D Hérédité : démontrons que si u, = 2"*3, alors:
u, = 2"
Onaup+q =3u,—5.
En utilisant I'hypothese de récurrence, on a:
Upiq =3X2"3 -5 soitu, , =2X2""3+2"*3 -5,
Comme pour tout entier naturel n, 2" 3 — 5 est positif,
onau,,,=2"""%
b Conclusion : pour tout entier naturel n,
u, =2""3,
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Ona lim 2""3 =+ ( suite géométrique de raison
n—+oo
2 strictement supérieure a 1). Donc lim u, =+
n—+oo

d'apres le théoréme de comparaison.

[l Soit & un réel strictement positif. Comme

. 1 _
lim — =
n—+oo

0, il existe un entier naturel n, tel que si
n=n anrsLE -£.£

= oy n 22|

: 1 e &

im>= lors —e|—5 ;5.
Sm/no,aosme 57
Donc, pour tous entiers n et m supérieurs a ny,

‘17 - 1? ‘ < g, car la distance entre deux points d'un
intervalle est inférieure a la longueur de l'intervalle.
Donc la suite u est une suite de Cauchy.
Fla.En écrivant que u,—u,=u,—(+0—u,, on
obtient | uy, — u, | =|u, — {+ (= u, |, donc en utilisant
I'inégalité triangulaire, pour tous entiers metn:

Uy = Uy | <[ Uy = 0]+ [0—u, .

lim u, = (. Donc, a partir d'un certain rang ny, on a

n—+oo

. e

pour tout entier n > ng : |u, — 0| < >

b. Si n et m sont deux entiers naturels supérieurs a n,
e e s

alors ]u,,—QK? et \um—QK? ; dong, d'aprés a.,

Uy — U, | <e.
La suite u est une suite de Cauchy.
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a.Faux. b.Faux. c.Faux. d.Vrai. e.Faux.

[l Démontrons par récurrence que, pour tout entier
naturel k=1, k! > 2K71,

) Initialisation: 1! = 1 et 2' ! = 1, donc vrai.
D Hérédité : démontrons que si k! > 2K, alors :
(k+ 1)1 =2k,

Ona (k+ 1)!' = (k+ 1)Xk!.En utilisant 'hypothése de
récurrence, ona (k+ 1)! > (k+ 1)X 257" et, pour tout
entier naturel k> 1, k+ 1> 2, donc (k+ 1)1 > 2k,

) Conclusion : pour tout entier naturel k > 1, k! > 2K~ 7,
F1 D'aprés la question précédente,

un<1+1+17+...+2n1_1.
Par ailleurs :
1 1 1_21n
R L1
2

car c'est la somme des n premiers termes d’'une suite
. i . 1 .
géométrique de raison - et de premier terme 1.
1

<3

Doncu,<3-—

Donc la suite u est majorée par 3.
S N
(n+1)!

nz1,upsq 2 Up,.
La suite u est croissante et comme elle est majorée, elle
converge vers un réel inférieur a 3.

Bu,—u,= > 0. Donc pour tout entier
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